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Leder

Velkommen til endnu en ny argang af FAM@S, specielt velkommen til alle de nystar-
tede. I ar er der en helt ny gruppe studerende der fortjener en ekstra velkomst,
nemlig den fgrste argang er studerende pa den nye matematik-linie.

Vores ansvarshavende redaktgr Rasmus, har taget orlov, for at tjene sit land!,
og derfor har Henrik Chr. Grove midlertidigt overtaget posten som ansvarshavende
redaktgr.

Der er nu kommet mgbler og en god tavle i vores studenterrum i SO01, og med
lidt held far vi ogsa snart en kaffeklub/-ordning til at fungere.

Hvis du fgler dit liv kun drejer sig om kurser, eksaminer og karakterer, var det
maske en ide, at engagere dig i dit studium. En af de mader vi her pa redaktionen
kan anbefale allervarmest er at blive medredaktgr pa FAM@s! Vi kunne nemt bruge
et antal studerende der har tid sa lidt som 4 (fire) dage om aret til at redigere
FaM@s. FAM@S er et ganske populeert blad, som folk ser frem til naeste nummer
af, men med den stgrrelse redaktionen har er det et abent spgrgsmal, hvor leenge vi
kan holde den standard. Du behgver ikke vaere specielt god til hverken IXTEX eller
matematik?. Den smule XTEX du har brug for, skal vi nok lzere dig, og der skal helst
ogsa veaere faglige artikler der kan forstas af fgrstearsstuderende, og det sikres nu
engang bedst ved at det er fgrstearsstuderende der skriver dem. Desuden er vi ogsa
glade for artikler der ikke handler om matematik!

Her til sidst ma det veere méa sin plads at sige tillykke til ZFC?, som i foraret
fejede alle konkurrenter af banen og vandt turneringen.

! Aftjene sin vaernepligt
2Som slet ikke behgver veere dit hovedfag
3Matematikkernes fodboldhold, ikke aksiomsystemet, som holdet er opkaldt efter



3. ars og 2. dels seminar — eller hvad der

skete 1 lederrummet
Morten G. Pedersen

Tirsdag for semesterstart tog vi ca. 50 glade og frejdige matematikstuderende til
Kaspers hjemby - Gurre - for dels at nyde hinandens samvaer og dels at fa lidt
info om 3. arskurser, 2. delen, erhvervsarbejde, m.v. Alt dette foregik fra tirsdag
til fredag i en udmaerket spejderhytte med en tilhgrende - skal vi sige interessant -
toilethytte. Vi ankom omkring k1. 182, hvor arranggrgruppen var godt i gang med
madlavningen. Efter indkvartering, lidt info fra René og den forste ¢l var det at
rygtet lob om toiletterne. De havde et ,vakuumsystem®“ og med velplacerede skilte,
blev man hgfligt men bestemt gjort opmaerksom pa at det var forbudt at smide bl.a.
klaedningsstykker og duelighedstegn i kummen ,for sa skal du holde dig!“

Efter maden festede vi lidt — og hen pa natten gjorde jeg min forst erfaring
med lederrummet, da Katja inviterede mig ind og sove der. Hun kan dog ikke huske
dette(!), men for at stoppe lpbske rygter, skal det siges at jeg sov (alene) i den seng,
der senere skulle blive Anders’ — men som var ganske tom pa dette tidspunkt.

Onsdag var der efter morgenmaden foredrag om 2. del og sidelgbende dermed 3.
arskurser. Jeg hgrte fgrst Henrik Schlichtkrull tale om Harmonisk Analyse, hvorefter
jeg hgrte om diverse 3. arskurser. Jeg laeser nu kun 3. arskurser, men jeg ma sige, at
jeg faktisk er mest glad for at jeg hgrte Schlichtkrull, da det gav lidt mere ide om
hvad det hele skal fore til. Det skyldes dog sikkert ogsa, at jeg var ret sikker pa hvilke
Mat 3 kurser, jeg ville vaelge. Alligevel er det dog rart lige at se underviseren og fa
afklaret de sidste detaljer, man kunne vaere i tvivl om. Og hvis man star og vakler
mellem to kurser, er jeg sikker pa det er en stor hjelp at have hgrt om emnerne fra
forelzeserne. Derfor ma jeg sige, at det er lidt sergeligt, at foredragene 14 sidelgbende,
da jeg synes, man fik noget ud af begge forlgh. (Men af rent praktiske grunde - tid
f.eks. - kan det vist ikke gores anderledes. . .)

Onsdag aften bgd pa lidt mere fest og hyggeligt samvaer — bl.a. i det fgr omtalte
lederrum, men denne godte ma i have til gode (lidt endnu). Desuden blev der vist
nok spillet mgrke-fodbold, men der var jeg gaet i seng (min egen).

Torsdag var der igen en masse gode foredrag. Forst lidt om at veere ph.d. stude-
rende og udlandsrejser, og herefter noget om erhvervsmuligheder: Gymnasielaerer og
job i det private erhvervsliv - her i et computer-/finansfirma (Simcorp). Undervejs
talte Kasper vist ogsa om at skrive speciale, og der blev naevnt noget om fagpro-
jekter og andre formelle krav pa 2. del, men intet om bachelorprojektet, hvilket jeg
savnede, men desveerre forst kom i tanke om et par dage senere. Jeg var iseer glad
for foredragene om erhvervsmuligheder (herunder ph.d.) Det gav et godt indtryk af
dels havd man kan bruge matematikken til (selv om de fleste vel har en ide om netop
disse tre muligheder...). Men endnu bedre var det at hgre hvad de forskellige jobs



egentlig indebaerer af plusser og minusser . Det var 3 gode foredrag! Personligt var
jeg ogsa glad for foredragene om udlandsophold, men jeg er selvfglgelig ogsa i fuld
gang med at faerdigggre ansggningen om at komme afsted, sa...Endelig rundedes
seancen af med lidt reklame for erhvervsbacheloruddannelsen hvorefter Kjeld Bagger
sluttede med at tale om padagogikum. Denne diskussion druknede dog lidt i mere
eller mindre underlige specialtilfaelde, og da det virkede meget usikkert hvad der skal
ske med paedagogikum i fremtiden og hvad der bliver besluttet om dit og dat, synes
jeg ikke jeg fik det store ud af dette foredrag. I stedet burde man nok have ngjes
med at give noget mere overordnet info om strukturen og de grundlaeggende regler,
og sa ma folk selv undersgge m.h.t. specialtilfaeldene.

Torsdag var der sa fest - for alvor. Laekker mad, lange borde, oppyntning og en
leg (?!). Legen var noget med at man ikke matte tale sandt, men i stedet for at finde
pa gode lggnehistorier, si begyndte folk bare at negere deres udsagn (Eks: ,Sa vil
jeg ikke sige skal“, ;Maden smager rigtig ddrligt osv.). Dette var mildest talt rovsygt
efter ca. 10 min. sa jeg tror jeg taler for mange, nar jeg siger: ,,Tak Esben!“ Esben
rejste sig nemlig pa et tidspunkt for hgjlydt at proklamere: ,/,To plus to er fire“. Og
sd kunne man (heldigvis) sa smat begynde at tale nogenlunde normalt sammen igen.
Legen var sikkert godt taenkt, men den virkede ligesom ikke rigtigt i praksis. ..

N&, men onsdag aften befinder Malene, David og undertegnede sig pludseligt (!)
i Raevens seng. Og her falder sa en sjov lille ordudveksling. Malene ligger med sine
ben et sted i mellem Davids og spgrger sa ,,Er det her dit 1ar?“. Hvortil David svarer
- eerlig som han jo er: ,Nej!“ Om denne episode er den egentlige grund til, at David
vagnede i lederrummet fredag morgen skal jeg ikke kunne sige. ..

Men for lige at samle op, vil jeg sige, at jeg er rigtig glad for at jeg tog med. Dels
havde vi det jo sjovt (... ), men vi fik nogle gode foredrag (iszer torsdag) og sa er det
en fin anledning til at snakke med nogen fra de andre argange, som man ellers ikke
lige kender. Faktisk var det for mig en masse nye ansigter, som jeg end ikke vidste
lzeste matematik. Men efter sddan en tur foler man sig lidt mere ,med”, blandt de
andre matematikere, ogsa selvom det hgjst bliver til et kort nik en gang imellem.

Sa mange tak for en god tur til alle jer der var med (specielt til arranggrerne)
og til jer andre er der jo en chance igen til naeste ar.



FAM@s har talt med en nystartende pa teologi, om hvordan det er at laese teologi,
og hvilken opfattelse en teolog har af matematikere. Malet er at lave en raekke
artikler, med studerende fra forskellige fag, med det formal at give laeserne en bedre
ide om hvordan det er at laese pa andre fag, og hvilken opfattelse andre har af
matematikere.

Og nu til noget helt andet. ..

- Om at studere teologi
Linda Ishgj Knudsen interviewet af Anders Nielsen

Teologistudiet er et studie og ikke ligesom at ga i kirke. Teologi er et studie i viden-
skab ligesom de andre studier pa Kgbenhavns Universitet. Man laeser lektier ligesom
pa andre studier. Og pensum bliver diskuteret. Men den store forskel er nok, at teo-
logistudiet er et studie i ens egen person og personlighed. De fgrste 3 ar af studiet er
egentligt ikke seerligt praeget af gud og religion. De forste 3 ar har man nzesten kun
redskabsfag, som man skal bruge for at kunne studere kristendommen senere pa stu-
diet. Pa forste ar har vi 5 fag. Etik & religionsfilosofi, almen filosofi, bibelvidenskab,
graesk og latin. Til neeste ar gar vi i gang med hebraisk. Vi samler ogsa en masse
psykologi op undervejs. Der bliver egentligt ikke brugt sa meget tid pa gud og den
slags. Men indirekte leerer vi meget om teologi. Man laerer om kristendommen ved
at laere om en hel masse filosofiske emner og den slags. Det er ikke sadan man siger:
"Sa, nu skal vi laere om gud."Nej, jeg tror istedet for, at man skal opna livsvisdom.
Og det tror jeg, man kan fa ved f.eks. at laese filosofi. Meget af kristendommen er
egentligt en slags filosofi. Jeg vil sige, at vi ogsa laerer om gud, nar vi lerer om
filosofi. Det handler nemlig om mennesker og menneskesyn. Udover at man forsgger
at fa noget livsvisdom, laerer vi jo ogsa alle de konkrete ting.

Pa studiet er man egentligt ikke religigse. Det er ikke noget med at vi gar rundt
og beder til gud eller taler om at sgge frelse. Det kan godt veere der er nogle, der
tror pa gud, men det er ikke noget der er dominerende pa studiet. Det er ikke tro,
der binder de studerende sammen. Det er snarere det, at man har felles interesse i
at diskutere det vi laeser om. Man forsgger at gore det videnskabeligt. Det er meget
lidt religigst, det vi foretager os. I frikvartererne kan man godt finde pa at diskutere
religion. Men det vil for det meste veaere pa et filosofisk plan. Man kan ogsa sige, vi
bare diskuterer pensum ligesom man ggr pa alle andre studier. Jeg vil tro, der er
50 procent af de studerende, der tror systematisk pa gud. Altsa f.eks. sadan noget
med at bede til gud. Der er naturligvis ogsa ateister. De opfatter teologi som en
videnskab der er interessant at lzese om. Nogle af dem kan have gnsket at komme
ind pa religionsvidenskab, men har maske ikke kunnet komme ind. Teologien kan
ogsa bare opfattes som en chance for at laese om spaendende emner som psykologi,
filosofi, historie, antropologi og magtudgvelse.

Vores studietur var ikke meget anderledes end andre studieture. Der var en jour-
nalist med pa vores studietur. Hun var ogsa med pa en studietur for nogle politter
(skonomistuderende). Journalisten mente, at vores studietur var mere social end po-



litternes. Hun sagde, at der havde vaeret en bedre og mere falles stemning pa vores
tur. Politternes skulle have vaeret ret uheemmet druk. Jeg synes vores studietur var
god. Folk var ikke kedelige, som man kunne have frygtet. Folk drak en masse gl og
havde det skaegt. Der var selvfglgelig ogsa nogen, der virkelig kom hinanden ved. Jeg
kunne godt lide, at folk havde meget initiativ og lyst til at saette sjove ting igang.
Det mest religigse vi lavede pa studieturen var morgensang. Der var selvfglgelig ogsa
nogle faglige emner vi skulle diskutere. Vi havde et tema om skyld og soning. Vi
skulle diskutere sadan noget som arvesynd og om at angre.

Inden jeg begyndte pa studiet havde jeg forskellige fordomme om teologer. Jeg
regnede med, at de var enten indremissionske og moraliserende eller vanvittigt ke-
delige. Men folk er ret normale her pa studiet. Jeg kan godt lide, at der er en stor
respekt for hinanden pa studiet. Folk har utroligt mange holdninger og man diskute-
rer dem ogsa. Men man har respekt for hinanden, selvom man har meget forskellige
holdninger. Der er nogle fa fundamentalister med holdninger lidt ligesom pastor
Krarup.

Der er ikke nogen af de studerende, der er kommet direkte fra gymnasiet. De
yngste er dem, der har veeret et par ar ude at rejse. Dem tilhgrer jeg. Der er ogsa
en stor gruppe i slutningen af 20 “erne. Mange har vaeret ude i verden at rejse med
rygsek. Og sa er der de rigtigt "voksne". Det er folk, der har haft et andet job i
mange ar, men som sent har besluttet, at de vil begynde at lase teologi.

Jeg tror ikke, der er nogen, der har valgt teologi ud fra sadan et rationelt syns-
punkt som, at betalingen er god eller arbejdslgsheden er lav. Istedet har man valgt
det, fordi man har interessen. 50

Jeg mener, at en god praest er en person der har fred med sig selv, og har et stort
menneskekundskab.

Maske tror jeg pa gud. Jeg er bare ikke sikker pa, at jeg tror pa den gud, der
star i bibelen. Men jeg har endnu ikke rigtigt taget stilling til det.

Jeg tror ikke man behgver at blive praest, bare fordi man har en uddannelse som
teolog. Jeg har leest om at teologer ret ofte kan bruges i stedet for psykologer. Der er
teologer, der bliver ansat i private virksomhder for at hjalpe til i svaere situationer
som fyringer og ansattelser. Men mange virksomheder er lidt nervgse for at ansatte
en teolog, fordi det giver nogle aftryk pa virksomheden. Mange folk er f.eks. ogsa
bange for at sige, de er religigse. At vaere religigs er for nogle folk lidt flovt. Jeg
tror sagtens private virksomheder kan bruge en teolog. Jeg tror, at teologer har et
stort menneskekendskab og en stor viden om psykologi i praksis. Vi har ikke nogen
formel undervisning i psykologi, men jeg tror at de studerende laerer hinanden meget
om det. Vi diskuterer meget vores egne menneskesyn. Det tror jeg, man far meget
psykologisk indsigt af. Derudover er religion og filosofi en menneskekundskab.

Min ide om en matematiker er en klog person, der er skarpt taenkende. Jeg vil
tro, at en matematiker kan veere meget hurtig til at lave en konklusion ud fra det
man ved. Men maske er de ikke opmaerksomme nok pa at fa smadetaljerne med. Jeg
tror, at en matematiker forst drager en meget hurtig konklusion og forst bagefter
kigger sagen efter i sgmmene for at forsgge at bevise sandheden. Fgrst dér kommer
der er et helhedssyn ind. Jeg tror ikke, at matematikere er overfladiske personer. Jeg
tror faktisk matematikere og teologer forsgger det samme. Begge forsgger at finde
forstaelse for verdens helhed.



Der er sikkert mange grunde til at folk sgger mod humanistiske uddannelser i
denne tid. Jeg tror pa, at historien gentager sig selv. I de kolde, harde 80 “ere var
personligheden i 2. raekke og egoet i 1. raekke. Nu her op i mod tusindearsskiftet
begynder folk igen at interessere sig for humanistiske fag, fordi de vil fordybe sig og
leere sig selv at kende.

Nyt fra Centralmatematisk Fagrad

Centralmatematisk fagrad er de matematikstuderendes' studenterorganisation her
pa instituttet. Vi har tre repraesentanter i matematisk studienaevn, og har derigen-
nem stor indflydelse pa hvordan studiet ser ud.

Hvis du har et problem der vedrgrer studiet, sa tager fagradet det gerne op.
Fagradet kan kontaktes pr. e-post pa fagraad@math.ku.dk, men den bedste made,
at fa os i tale pa er at mgde op. De naeste mgder er:

e tirsdag den 20. oktober kl. 171% i S01
e torsdag den 3. december kl. 1710 i SO1.

Hold gje med opslagene som dukker op rundt omkring og i E-bygingen et par uger
inden mgderne.

Den 22. september holdt Centralmatematisk Fagrad sin arlige generalforsamling,
hvor folgende poster blev besat:

Formand: Henrik Christian Grove, 2. delsstuderende og FAM@s-redaktor.
Néaestformand: Stefan Lindhard Mabit, 3. arsstuderende, rus-vejleder og storesgster.
Kasserer: Simon Cort Graae, 2. delsstuderende og tidl. studievejleder.

men ogsa statistikernes, aktuarernes og mat-gk’ernes



Weyl-von Neumann-Berg-Sikonia saetningen
Nadia S. Larsen

[ 1909 har H. Weyl vist, at en selvadjungeret operator bevarer sit spektrum under
en kompakt perturbation, panaer eventuelle isolerede egenvaerdier med endelig mul-
tiplicitet (se [6]). J. von Neumann har i 1935 vist, at denne opfersel er den eneste
mulige, idet to selvadjungerede operatorer der har samme spektrum panaer isolerede
egenvardier med endelig multiplicitet er uniteert aekvivalente op til en kompakt per-
turbation (se [4]). Resultatet blev senere udvidet til normale operatorer i uathaengigt
arbejde af I. D. Berg (|T]) og W. Sikonia (|5]).
Vi viser fglgende formulering af szetningen (se [3]):

. Givet en normal operator T pa et separabelt Hilbert rum H og givet ¢ > 0, der
findes en diagonal operator D og en kompakt operator K saledes at T = D +
K og ||K|| < e. Mere generelt, givet n kommuterende selvadjungerede operatorer
Ay, ..., A,, findes der diagonale selvadjungerede operatorer D+, ..., D, og kompakte
operatorer Ky, ..., K, siledes at A; = D; + K; og || K;|| < ¢ for alle 1 <i < n.

Bevis. Vikan antage, at 0 < A; < [ for alle1 < i < n, hvor [ er identitetsoperatoren
pa H. Dette kan f.eks. ggres ved at erstatte A; med ﬁAl + 11, hvor [|4;|| = a; > 0.
Bemeerk, at € dernaest skal justeres pa passende vis.

For hvert i, 1 < i < n, betragt den spektrale projektion

k1 25— 1 2

B = EAi(jgl(Wa FD

for k> 1. Da Ay, ..., A, er indbyrdes kommuterende, vil det samme galde om E,(:),
for alle £ > 1, 1 < i <n. Det ses, at

k>1

Valg N i N saledes at 27V < . Betragt nu den fglgende tzellelige familie af kom-
muterende projektioner:

E={EY |k>11<i<n}.

Vi sigter mod at konstruere en fglge af projektioner i IC, underrummet af kompakte
operatorer pa vores Hilbert rum. Lad {x,xs, ..., } veere en ortonormal basis for H.
For kK > N seet:

k
L =span{[[F"2; [1<j <k 1<i<n B e{B"1-E"}}
=1



Da udggr (L;)x en voksende fglge af endeligtdimensionale underrum af H,og UL, =
‘H. Hvis Py betegner den ortogonale projektion pa Ly, sa er (Py); en voksende folge
af kompakte operatorer pa ‘H, dvs P, € K.

Forl < kogl <1 <mner El(i)Fl(i) enten lig med O eller El(i). Dette siger,
at Ly er et invariant underrum for alle projektionerne El(i) (m.a.o. geelder der, at
El(i)(ﬁk) C Lg). Dette medfgrer umiddelbart, at P, kommuterer med El(i) nar [ < k,
1<i<n o o

For 1 < i < nset DY = EY hvis | < N og DY = E(I — B) hvis | > N.
Vi bemarker, at alle Dl(i) er projektioner, idet El(i) og I — P, er kommuterende
projektioner. ' ’

Der gaelder fglgende: enhver Dl(l) kommuterer med Py for £ > N og med DY) for
m # log 1 <14,j <n.For at bevise dette benytter vi os af det faktum, at P; P, er
lig med P; hvis P; < P, eller med P}, hvis denne projektion er den mindste af de to.
Derfor har vi, at

DO p, _ B Py hvis [ < N
: EY(P,— PP,) hvisl>N
EY P, hvis [ < N
=< 0 hvis | > k> N
EY(P,—P) hvisk>1>N
| BEY hvis [ < N
Py(I—P)EY hvisl> N

hvilket viser den fgrste pastand om kommutativitet. For at bevise den anden kan
man uden besver beregne, at

( BV EY hvis [,m < N
piipe _ ) BVER (I = Py) hvis m > N > |
L ENI - P)EY hvis [ > N >m
| E(I — P— P, + PP,)EY) hvisl,m >N
( EYEY hvis [,m < N

E(I - P,)EY hvism >N >1
=S EDE(I-P) hvisl>N>m
EYI-P)EY hvisi>m>N
| EN(I - P)EY) hvism>1>N
— DYDY,

Lad D vere den mindste C*-algebra, der indeholder Dl(i) forallel >1o0g1<i<n.
Dette er en kommutativ algebra.

Vi vil vise, at D er diagonaliserbar (d.v.s. at der findes en ortonormal basis for
Hilbert rummet saledes, at enhver operator i D kan diagonaliseres med hensyn til
denne basis). Da D kommuterer med Py for alle k > N, vil de endeligtdimensionale
underrum Hy := Ly og Hy := Ly — L)1 for k > N veere invariante for D. Derfor,
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ved at restringere D til Hj for ethvert £ > N far vi en kommuterende familie af
normale operatorer (ja, endog matricer). Denne familie er diagonaliserbar, da vi
arbejder pa et endeligtdimensionalt rum. Vaelg sa en basis for Hy, der diagonaliserer
alle operatorerne i denne familie. Den basis for H, der fas ved at samle alle disse
basis for alle k& > N vil diagonalisere D, thi Hy for £ > N er parvis disjunkte og
U H, =H.

k>N
Sat

D; =Y 27Dy,

k>1

og bemaerk, at D; er en positiv diagonal operator i D. Lad nu K; = A; — D;. Dette
giver

N
K=Y 27ME) - E))+ Y 2By - B + B P
k=1

= k>N
= o *E P,

k>N

Det ses, at K; er kompakte operatorer for hvert 1 <1i < n, idet > Q*kE,(:)P;C ligger
k>N
i afslutningen af udspaendingen af operatorer af endelig rang. Det ses ogsa straks,

at || K| <27V <e.
Vi har saledes vist den anden pastand i saetningen. Den forste folger ved at

anvende den anden pa reel-og imaginaerdelen af 7', der begge er selvadjungerede.
O

Flere generalisationer af dette resultat er siden blevet bevist. For den ivrige laeser
kan folgende anbefales: [2] og 3l Korollar 11.5.5] (den sakaldte Voiculescus sztning).
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Fields prisen

- Prisen der populaert kaldes Nobelprisen i matematik
Anders Nielsen

I fysik og litteratur har man Nobelprisen. I matematik har man ,Fields medalj-
en“. I ar blev prisen uddelt til Richard E. Borcherds, Maxim Kontsevich, William
Timothy Gowers og Curtis T. Mcmullen. The International Mathematical Union
uddelte ogsa ,Nevanlinna prisen* for bemaerkelsesveerdigt arbejde indenfor datalogi
til matematikeren Peter Shor.

Fields prisen og Nevanlinna prisen

Fields prisen er den hgjeste videnskabelige udmaerkelse man kan fa indenfor matema-
tik. Prisen uddeles hvert fjerde ar pa the International Congress of Mathematicians
(ICM) sammen med praemien pa 15.000 canadiske dollars(ca. 65.000 kr.). Der er en
aldersgraense pa 40 ar for modtagerne af prisen. Aldersgraensen er lavet for at sikre,
at man ikke modtager prisen udelukkende for gammelt arbejde.

Fields prisen er kun et uofficielt navn for ,International medal for outstanding
discoveries in mathematics®. John C. Fields(1863-1932) organiserede International
congress of mathematicians i 1924 i Toronto. Fields fik tiltrukket sa mange sponso-
rer at der var penge i overskud efter kongressen. Disse penge blev brugt til at stifte
prisen. Den fgrste medalje blev uddelt i 1936 pa verdenskongressen i Oslo. Prisen
bliver ofte omtalt som Nobelprisen i matematik, da Nobelpriskomiteen kun kan ud-
dele nobelpriser til matematikere indirekte via anden naturvidenskab eller gkonomi.
Der er nemlig ingen Nobelpris i matematik.!

Fields medaljen er lavet i guld og viser Arkimedes sammen med et citat pa latin
pa hver side af medaljen.

Nevanlinna prisen er blevet uddelt siden 1983 indenfor datalogi. Ogsa denne pris
uddeles i form af en guldmedalje og en pengeprzemie. Prisen doneres af Helsinkis
universitet til minde om den finske matematiker, Rolf Nevanlinna.

De 4 Fields medaljer blev i ar uddelt til de fglgende
matematikere:

Richard E. Borcherds

Modtager medaljen pa grund af sit arbejde indenfor felterne algebra og geometri.
Specielt pa grund af beviset for den sakaldte Moonshine formodning. Moonshine

'Rygtet vil vide, at grunden er, at Nobels kone havde en affere med matematiker.
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formodningen giver en sammenhang mellem sakaldte ,monstergroups® og elliptiske
funktioner. Disse funktioner kan anvendes indenfor kemi til at beskrive moleky-
lers strukturer. Monstergrupper derimod kan kun bruges indenfor ren matematik.
,Monstergruppen® er er den stgrste ,sporadiske, endelige, simple gruppe - og er et
af de mest bizarre objekter i algebra. Den har flere elementer end der er elementer
i universet (ca. 8 x 10°%). Deraf navnet monster. I beviset har Borcherds benyttet
mange ideer fra fysikkens strengteori - en overraskende frugtbar made at ggre brug af
teoretisk fysik indenfor matematik. Selvom strengteori stadig diskuteres af fysikere
sa tilbyder strenge mader at forklare mange gader omkring universets opstaen.

Maxim Kontsevich

Anerkendt indenfor ren matematik og teoretisk fysik. Er ekspert indenfor strengteori
og kvantefysik. Han blev forst kendt pa bidrag til 4 problemer indenfor geometri.
Han beviste en formodning af Witten og demonstrerede den matematiske ackvivalens
mellem 2 problemer indenfor kvantegravitationsteori. Kvanteteorien om gravitation
er et mellemstadie til en enhedsteori. Den forener fysiske teorier om makrokosmos
(tyngdetiltreekning) og mikrokosmos (kraefter mellem elementaere partikler). Et an-
det resultat fra Kontsevich tilhgrer knudeteori. Matematikere forsgger at klassificere
alle knuder. Det er endnu ikke lykkedes, men Kontsevich har fundet den bedste ka-
rakterisering af knuder indtil nu. Selvom knudeteori er en del af ren matematik ser
der ud til at vaere anvendelser indenfor andre videnskaber.

Williams Timothy Gowers

Har bidraget indenfor funktionalanalyse ved stor brug af metoder fra kombinatorisk
teori. Disse to omrader ser ud til at have meget lidt med hinanden at ggre og Gowers
bidrag har vaeret at bringe disse emner sammen pa en frugtbar made. Funktional
analyse og kombinatiorisk teori har det til feelles, at mange problemer er relativt
lette at formulere, men ekstremt sveere at lgse. Gowers har vaeret i stand til at bevise
nogle af Banachs formodninger. Banach var en excentrisk matematiker, der foretrak
at bruge sin tid pa polske cafeer, snarere end at opholde sig pa sit kontor. I 1920’erne
og 1930’erne fyldte han en notesbog med formodninger om funktionalanalyse mens
han sad pa ,the Scottish Cafe“. Bogen blev af denne grund senere kendt som den
skotske bog. Gower har iszr bidraget til teori om Banach rum. (En del af pensum i
2AN kurset). Banach rum finder anvendelse indenfor blandt andet kvantefysik.

Curtis T. McMullen

Modtager prisen pa grund af hans arbejde indenfor geometri og ,,kompleks dynamik*
ogsa kendt som kaosteori. Et af spgrgsmalene drejede sig lgsning af vilkarlige lig-
ninger. For mange ligninger er det ngdvendigt at benytte approksimative lgsninger
for at finde en lgsning. F.eks. giver Newtonmetoden uden undtagelser ret praecise
lgsninger til andengradsligninger. McMullen konkluderede, at der ikke fandtes no-
gen tilsvarende universel metode der kunne benyttes for ligninger over grad 3. Et
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af McMullens vigtige resultater omhandler Mandelbrotmaengden. Dette beskriver h-
vordan dynamiske systemer sasom vand eller vejr opfgrer sig. Et sadant system kan
sprede sig eller samles i et centrum. Graensen mellem de 2 ekstremer kaldes Julia
mangden. McMullen undersggte maengde og viste at resultater der muligggr bedre
beskrivelser.

Nevanlinna prisen blev uddelt til

Peter Shor

Har lavet arbejde indenfor kombinatorisk analyse og kvantedatalogi. Fik verden-
somspandende opmarksomhed, da han prasenterede en datalogisk metode til at
faktorisere store tal. Dette kunne teoretisk set bruges til at bryde mange af de eksi-
sterende kodningsteknikker. Ulempen ved hans arbejde er, at hans program kun kan
kgre pa kvantecomputere som endnu kun eksisterer som prototyper. Kvantecompute-
re benytter sig af kvantestadier af atomer. Dette kan give computerkraft der er langt
stgrre end de nuvzerende parallelcomputere. Shors resultat medfgrte en eksplosion af
forskning blandt fysikere og dataloger. Eksperter siger, at kvantecomputere vil vaere
en realitet indenfor det naeste tiar. Hans resultat veekker dog ogsa bekymring hos
nogle. Shor har bevist, at de nye computere vil betyde at den nuvaerende krypte-
ringsteknik ,RSA“ ikke laengere vil veere sikker. RSA metoden benytter sig af, at det
er langt hurtigere at udregne en multiplikation, end at faktorisere multiplikationen
og pa den made finde de originale tal, der blev multipliceret. Hvis Shors program
benyttes, vil multiplikation og faktorisering vaere lige hurtigt at udfere. RSA vil i
fremtiden derfor ikke vaere en sikker metode. Men kryptografer arbejder allerede pa
den naeste generation af krypteringsmetoder.
Dette er baseret pa information fra internettet,

http://www.tu-berlin.de/presse/pi/1998/pi182e.htm.
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Opgavelgsninger

Opgave 1

Denne opgave gik ud pa at afggre hvem der altid talte sandt, hvem der altid 1gj, og
hvem der bare svarede tilfaeldigt, med kun tre ja/nej spgrgsmal. En mulig lgsning
er:

Kald de tre maend A, B og C, og fortzel dem hvem der er hvem.

1. Stil A spgrgsmalet: ,Er det mere sandsynligt at B siger sandheden end at C
gor det?”, hvis ja sa ga til pkt. 2 ellers sa ga til punkt 5.

2. Stil C sporgsmalet: ,Er du den der svarer tilfaeldigt?“, hvis ja sa ga til pkt. 3
eller sa ga til punkt 4.

3. Stil C sporgsmalet: ,Siger A altid sandheden?”, hvis ja sa siger B altid sand-
heden, C lyver altid og A svarer tilfzeldigt, ellers sa siger A altid sandheden,
C lyver altid og B svarer tilfeeldigt.

4. Stil C spgrgsmalet: ,Lyver A altid?“, hvis ja sa taler C altid sandt, A lyver
altid og B svarer tilfeeldigt, ellers sa taler C altid sandt, B lyver altid og A
svarer tilfaeldigt.

5. Stil B spgrgsmalet: Er du den der svarer tilfeeldigt?“, hvis ja sa ga til pkt. 6
eller sa ga til pkt. 7.

6. Stil B sporgsmalet: ,/Taler A altid sandt?”, hvis ja sa taler C altid sandt, B
lyver altid og A svarer tilfaeldigt, ellers sa taler A altid sandt, B lyver altid og
C svarer altid tilfeeldigt.

7. Stil B spgrgsmalet: ,Lyver A altid?“. hvis ja sa taler B altid sandt, A lyver
altid og C svarer tilfzeldigt, ellers sa taler B altid sandt, C lyver altid og A
svarer tilfaeldigt.

Opgave 2

Opgaven gik ud pa at finde ud af hvor hurtigt tre personer kan komme over en bro
Det bedste bud vi har, kommer fra den oprindelige opgavestiller, men der er ingen
garanti for, at det rent faktisk er et minimum, her pa redaktionen tager vi gerne
imod bud pa hvordan det ggres hurtigere, men gengiver indtil videre opgavestillerens
lgsning!.
Vi antager at broen har lengde 1, dermed bliver As hastighed 1/10 (i broer pr.
minut), Bs hastighed bliver 1/5, Cs hastighed bliver 1/2 og cyklens hastighed bliver
1.

'Dog oversat af redaktionen
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Lad os sige at alle mendene skal komme i mdl samtidig. jeg kan ikke forklare
hvorfor, men det virker bare som det mest fornuftige.

Jeg tror meget kraftigt pa at den hurtigste made, er hvis B og C starter ud til
fods, mens A tager cyklen. Ved et punkt y stiller A cyklen og gar resten af vejen.
Pa et tidspunkt nar C til punktet y, han tager sa cyklen og korer tilbage i punktet z,
hvor han stiller cyklen, vender om og gar videre over broen. B gar til han kommer
til det punkt hvor C stillede cyklen, som han sa tager og korer resten af vejen.

Med denne fremgangsmdade vil A bruge y + 10 x (1 — y) minutter pd at komme
over broen, B vil bruge 5 * x + (1 — ) minutter og C vil bruge 2y + (y — ) + 2 *
(1 — x) minutter. Hvis vi setter disse parvis lig hinanden?, far vi felgende lineere
lrgningssystem:

10-9y = —-3xr+3y+2
10-9y = 4z +1
Hvis man lgser dette far man x = % gy = %.
Ved indscettelse fas saledes at det vil tage g—g’ ~ 2,92 minutter for de tre meend

at komme over.

Opgave 3

Lad x betegne vinklen mellem z-aksen og liniestykket fra origo, til det punkt hvor
farets snor ,slipper” tarnet, idet vi antager, at faret trakker snoren sa langt som
muligt, sadan at den rette del af snoren er tangent til tarnet. Lad os i forste omgang
ngjes med at koncentrere os om arealet over x-aksen og til hgjre for linien z = —1.

Eftersom tarnet har radius 1, vil den rette del snoren havde laengde z, ved at
bruge lidt trigonometri far vi farets koordinater til at vaere (cos(x)+ sin(z), sin(x) —
x cos(x)). Afstanden fra origo til faret bliver s paen som /1 + z2.

Lad y betegne vinklen mellem z-aksen og liniestykket fra origo til faret. Ved lidt
mere trigonometri (som overlades til laeseren), kan vi finde y som funktion af z,
nemlig y = r — tan*(z).

Integralet i polaere koordinater er 1/2 gange integralet af radius over det interval
vinklen gennemlgber. Desvaerre kan vi ikke bare tage integralet fra 0 til = af 1 + 22,
for det er ikke den radius x danner, men derimod den radius y danner. Vi kunne
tage integralet over intervallet for y, men at finde farets koordinater udtrykt ved
y er ekstremt sveert. Heldigvis kan vi tage integralet over z fra 0 til = af 1 + 22
ganget med sendring i y som funktion af endring i z. Da y = x — tan~!(z), bliver
dy/dx =1—1/(1+ 2?).

Arealet bliver sa:

v 1 v e
- 1+22)(1- de == | 1+ 22dz = o
2/0 (( +x)( 1+x2)) ! 2/0 tatdr =T

Dette areal omfatter ikke trekanten med hjgrner (0,0), (—1,0) og (—1,pi), men
dette areal gar ud med arealet inden i tarnet (som faret ikke kunne komme ind 1i).

2Husk at vi har antaget, at de skal bruge lige lang tid i alt (red.)
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Resten af arealet er nemt at bestemme.

Opgave 4

Opgaven lgd:

Betragt en pyramide konstrueret af lige store kuber, sidan at den kvadratiske
grundfalde bestir af n? kuber, det neste lag bestir af (n — 1) kuber, og sd videre
indtil toppen der bestar af en enkelt kube. Antag, at man kan tage alle disse kuber
og leegge dem sda de former et kvadrat. Vis, at da er enten n =1 eller n = 4900.

Problemet er at opgaven pastand ikke holder. For n = 4900 vil pyramiden ifglge
vinket (som er godt nok), besta af g - 4900 - 4901 - 9801 = 39228339150, men dette
er ikke et kvadrattal.

Tilfseldet n = 1 er indlysende, men for hvilke(t) andre n vil antallet af kuber
i pyramiden vaere et kvadrattal. Dette sporgsmal lader vi sta som en opgave til
laeseren.

Vink: De 4900 er ikke et fuldstaendig tilfeeldigt tal.

Opgave 5

Vi bruger polare koordinater (r, 0).

Lad ¢ veere vinklen mellem kurven i et punkt P, og linien gennem P og midten.

Man kan vise at tan(¢) = f(0)/f'(0). Da de fire hunde altid vil udggre hjgrnerne
i et kvadrat er ¢ = Z, og f(6)/f'(#) = 1. Det giver at f(#) = ce?. For den hund der
startet 1 # = 0 bliver ¢ = a/\/ﬁ.

Bueleengden er givet ved

| V@ =

Opgave 6

Hvis du har n punkter liggende pa randen af enhedscirklen, og veelger et, er sand-
synligheden for at de andre ligger indenfor en halvcirkel i positiv omlgbsretning
1/(2"1).

Hvis der er n punkter, bliver den samlede sandsynlighed n/(2"!). Bemerk at vi
godt kan laegge sandsynlighederne sammen, for kun 0 eller 1 af vores begivenheder?
kan vaere sande.

Opgave 7

Vi antager at sneen faldet med konstant hastighed 1. Sa er snedybden til tiden ¢
lig med ¢, sneplovens hastighed til tiden t er sa 1/t. ¢ = 0 er sa det tidspunkt hvor

3som er at alle punkterne ligger indenfor en halvcirkel i positiv omlgbsretning fra punkt n
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det begyndte at sne, og derudover definerer vi t = z til at veere det tidspunkt hvor
sneploven starter.
Den straekning sneploven tilbagelaegger den fgrste time er,

z+1
1
/ —dt
" t

Ved udregning fas dette til at give log((x + 1)/x). Pa tilsvarende vis fas at den
streekning sneploven tilbagelsegger den anden time er log((x + 2)/(z + 1)).

Brug nu at sneploven rydder en dobbelt sa lang straekning i den fgrste time som
i den anden, og lgs problemet.

Opgave 8

Pointen er at det er meningslgst at beregne forevntningsveerdien for dette spil. An-
tagelsen om at der er en 50% chance for at fordoble eller halvere belgbbet holder
ikke. For at kunne beregne en forventningsveerdi, ma du praecist kende de mulige
udfald. I dette tilfzelde er belgbet i den anden kuvert ikke tilfaeldigt.
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Opgaver

Opgave 1

Forst en lille let opgave. Riemanns zetafunktion defineres ved:
1
((n) = Z n
k=1
For n = 1 er raekken ikke konvergent. For lige n kan man relativt let beregne
((n), f.eks. vises det pa Mat 2AN, at ((2) = %2. For ulige n ved man ikke andet end
at ((3) er irrational. Opgaven er nu at beregne:
S - 1)
=2
Pa trods af, at vi stort set ikke ved noget om halvdelen af leddene, er denne sum
alligevel ret nem at regne ud.

Opgave 2

En kasse indeholder to mgnter. Den ene er ganske normal, men den anden krone pa
begge sider. En mgnt tages fra kassen, og man ser hvad der er pa den ene side. Hvis
den side man ser er krone, hvad er sa sandsynligheden for at der ogsa er krone pa
bagsiden?

Opgave 3

5 pirater har fundet en skat pa 1000 guldmgnter. Ifglge piraternes regler, ma den
hgjest rangerende pirat foresla en fordeling af mgnterne. Hvis flertallet kan stemme
for denne fordeling, bliver det sadan, ellers ma piraten ga planken ud, og den naeste
i reekken skal sa stille et forslag. Dette fortsaetter indtil der er en fordeling der far et
flertal, eller der kun er en pirat tilbage som sa tager det hele. Enhver af piraterne
kan foresla en hvilken som helst fordeling, ens rang garanterer ikke at man far flere
mgnter end en pirat af lavere rang.

Antag alle pirater er uendeligt gradige, uendelig logiske og uendeligt blodtgrstige,
og at de alle ved dette galder for dem alle. Enhver pirats hgjeste prioritet er at fa sa
mange penge som muligt, den naesthgjeste prioritet er at lade de andre ga planken
ud. Alle piraterne vil stemme for at smide en anden overbord, selvom de ikke far
flere mgnter ud af det, ogsa selvom det vil koste dem selv livet, men ikke hvis det vil
koste dem sa meget som én mgnt! Hvordan skal den forste pirat foresla at mgnterne
deles?
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Generalisering af Fourier-transformationen

Troels Roussau Johansen

Jeg i det folgende beskrive en made, hvorpa den fra MATEMATIK 2AN velkendte
Fourier-transformation kan generaliseres. Umiddelbart er der mange mader, dette
kan foretages pa, idet man kan vaelge at

e lave Fourier-transformation pa R", dvs. se pa Fourier-transformation af visse
funktioner pa R",

e Fourier-transformere tempererede distributioner pa R", dvs. se pa Fourier-
transformationen af kontinuerte linezre funktionaler pa Schwartz-rummet S(R™),

e udvikle teorien for Fourier-transformation pa visse topologiske grupper.

Her vil jeg vaelge at koncentrere mig om den sidste mulighed, idet den fgrste er
“triviel” og den anden kraever mere forberedelse, end det er passende at praesentere
her, og fordi jeg har skrevet bachelorprojekt om den sidste. ..

Faktisk vil det vise sig, at ogsa den sidste mulighed er ganske teknisk og af
pladshensyn vil jeg derfor fokusere pa at definere Fourier-transformationen, men jeg
haber at kunne formidle i det mindste hovedtraekkene af teorien i lgbet af de naeste
afsnit.

Indledning

I teorien for Fourier-raekker betragtes 2m-periodiske funktioner f : R — C. Disse
funktioner kan identificeres med funktionerne f pa [—m, 7] der opfylder, at f(—7) =
f(m) (det de sidstnzvnte funktioner tenkes udvides til hele R). En alternativ —
og i vores tilfzelde bedre — made at anskue tingene pa, er at identificere de 2x-
periodiske pa R med funktionerne defineret pa kvotientgruppen R/277Z bestaende
af ackvivalensklasserne hgrende til aekvivalensrelationen ~ i R defineret ved 6; ~
Oy < dn € Z : 0, — 0, = 27n. Disse klasser er preecis originalmaengderne til de
enkelte punkter pA T = {2z € C||z| = 1} ved afbildningen 6 — €?;:0 € R, og
en 2m-periodisk funktion f : R — C kan derfor identificeres med med en funktion
0 : T — C via f(0) = p(e?).

For at blive lidt ved Fourier-raekker, kan vi ogsa veelge at opfatte det som en
specialisering af Fourier-transformationen pa R til Z — vi ser kun pa Fourier-raekker
for visse periodiske funktioner, og den eneste periodiske funktion, der samtidig har en
Fourier-transformeret, er nul-funktionen. Vi kan saledes opfatte udvikling i Fourier-
raekker som Fourier-analyse pa Z.

Begge synspunkter er brugbare, og det, vi i det det fglgende skal generalisere ud
fra, er at R/277Z, Z og R alle er topologiske grupper med visse pane egenskaber.
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Topologiske grupper og kommutative Banach-algebraer

Idet laeseren sikkert er stgdt pa grupper og topologiske rum pa et eller andet tids-
punkt, tillader jeg mig at leegge hardt ud med en

. Ved en topologisk gruppe forstés en trippel (G, 7 ,0), hvor (G,T) er et topolo-
gisk rum og hvor (G, o) en gruppe, hvorom det geelder, at afbildningen (x,y) — x~ 'y
af G x G ind i G er kontinuert.

Ofte tillader man sig at omtale G som den topologiske gruppe, nar det fremgar
af sammenhangen, hvad 7 og o er. Af naturlige arsager omtales G derfor som en
lokalkompakt topologisk gruppe, hvis (G, 7) er et lokalkompakt topologisk rum, og
pa helt tilsvarende vis indfgres en Hausdorff topologisk gruppe. Vi vil i det fglgen-
de udelukkende betragte en topologisk gruppe G, der er lokalkompakt, Hausdorff,
abelsk og desuden o-kompakt!. En siddan gruppe kaldes for kortheds skyld en LCA-
gruppe. Grunden til at betragte disse tilsyneladende meget specielle grupper er, at
man da kan finde et sakaldt Haar-mal herpa:

. Lad G veere en LCA-gruppe, og lad B(G) betegne Borel o-algebraen pa G. Da
findes der et positivt mal u pa G med folgende egenskaber:

1. VK C G kompakt er u(K) < oo
2. VA€ B(G): u(A) =inf{u(U)| A C U hvor U er aben}
3. YU C G aben er u(U) = sup{u(K)| K C U hvor K er kompakt}
4. Vo € GVA € B(G) : p(zA) = u(A).
Dette mal p kaldes et (venstre) Haar-mal pa G.

Fordi G er antaget at vaere abelsk, er det oplagt, at pu(zA) = pu(Ax), dvs. p er
samtidig et hgjre Haar-mal, og vi kalder da blot u for et Haar-mal. Igvrigt kan 1.-3.
opsummeres i udsagnet, at u er et regulzert Borel-mal pa G.

Beviset for denne satning er ganske teknisk og vil blive forbigaet. Der findes
flere udgaver, afthaengigt af om man er villig til at benytte Udvalgsaksiomet eller ej,
og interessere laesere kan kigge i [I| eller [3]. Fordi vi desuden om G har antaget
o-kompakthed, kan vi relativt nemt bevise fglgend

. Lad p; og s vaere Haar-mal pa LCA-gruppen G. Da findes et A > 0 sa po = Aptq.

Bevis. Veelg et fast g € C.(G) med [, g =1, oglad A = [, g(—) dpa(x). For alle
f € C.(QG) er da, idet alle integrationer er over G

[ ran= [ s am) [ 1@ = [ o) duw) [ e+ due
— [ diata) [ o)+ ) i) = [ duale) [ 9ty = 2)0) duaty)
— [ 1@ ) [ o= o) duato) = [

idet vi netop har sikret os, at Fubinis seetning KAN benyttes. O

!Dette krav medtages af tekniske grunde, men udelades ofte.
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Vi forestiller os nu givet et Haar-mal p pa LCA-gruppen G og kan derfor betragte
maengden L'(G, ) af (klasser af) Haar-integrable funktioner pa G. For f, g € L'(G)
definerer vi formelt foldningen f x g af f og g ved fastsattelsen

fgla) = /G F(x — v)g(y) duy).

Hvis ellers f x g er defineret, sa er det ikke sveert at vise, at x er en kommutativ
operation i L'(G). Man kan nu vise folgende centrale resultat:

. Om det komplekse Banach-rum L'(G) gelder, at

o Vfig.h € LY(G): [ (gxh)=(f*g)*h,

e Vf g he LNG): (f+g)xh=fxh+gxhog fx(g+h)=fxg+ fxh,

o Vf,ge L(G)VaeC:a(fxg) = (af)xg =[x (ag).
Endvidere gaelder der om operationen *, defineret pa L'(G) ved f*(x) = f(—x) for
feLlYG)ogr e, at

o Vi g e L(G)YAEC: (f+9)" = f*+ 0" (\f)* = A/,

o Vf.g € LY(G) : (fxg) =g xf og f*=f.
Slutteligt findes der et element 1 € L'(G) med egenskaberne ||1|| = 1 og 1 % f =
fx1=f foralle f € L(G) hvis og kun hvis G er diskret.?

De laesere, der har kendskab til funktionalanalyse udover MATEMATIK 3AN vil
hurtigt se, at dette praecist svarer til at sige, at (L*(G), %) er en kommutativ Banach-
algebra med involution, som viser sig at have en enhed hvis og kun hvis G er diskret.

Nu er det ofte sadan i matematik, at man kan lette bevisbyrden ved at genera-
lisere, og derfor naevner jeg folgende

. En kompleks Banach-algebra med enhed er en kommutativ ring (A, +,-), hvor

(A, +) er et komplekst Banachrum med supmultiplikativ norm || - ||, og hvor der
findes et element 1 € 2 med egenskaberne ||1|| = 1 0og1l-x = x-1 = x for alle
x e .

Og da vi alligevel er ved de abstrakte ting, sa kommer her endnu en

. En delmangde I af en kommutativ Banach-algebra (2, +, ) kaldes et ideal hvis I
er et underrum af A og der for alle (z,y) € A x I geelder, at x -y € 1. Idealet |
siges at vaere xgte, hvis A\ I # (), og at vaere maksimalt, hvis I er xgte og der for
et vilkarligt ideal J 2 I kan sluttes, at J = 2.

Forbindelsen mellem algebraen og funktionalanalysen etableres nu via begrebet
kompleks homomorfi pa Banach-algebraen 2, ved hvilken vi forstar en kontinuert
lineser funktional x : 2 — C med egenskaben, at y(z-y) = x(x)x(y) for alle z,y € 2.
Lader vi A betegne maengden af komplekse homomorfier, kan man nu vise folgende
for teorien centrale

. Lad A vaere en kommutativ (kompleks) Banach-algebra med enhed. Sa geelder der
1. ||x|]| =1 for alle x € A,

2Man lzrer i et videregiende kursus i funktionalanalyse, hvordan man pa kanonisk vis kan
tilfgje en enhed.

22



2. Hvis x € A sa er ker y et maksimalideal i 2, og
3. Ethvert maksimalideal I i 2l kan pa entydig vis skrives som [ = ker x, hvor
X € A.

Hvorfor dette skulle have noget med harmonisk analyse at ggre, endsige veere
centralt, star ikke lysende klart. Det viser sig dog at haenge sammen med begrebet
karakterer, der indfgres lidt senere.

Lad der stadig veere givet en kompleks Banach-algebra 2. Da 2 specielt er et
Banach-rum, er 2* ligeledes et Banach-rum — omtalt som 2’s (norm)duale. Den
naturlige topologi herpa er for staerk efter min smag, sa der indfgres en ny og svagere
topologi pa 2 pa folgende made:

. Ved svag*-topolgien pa 2A* forstas initialtopologien pa U* mht. familien § =
{7. | x € A} af afbildninger v, : A* — C defineret ved v,(A) = Ax for A € A*.

Da svag*-topologien er en initialtopologi, er det velkendt fra MATEMATIK 3GT,
at for alle A € A* udger maengderne

Yo (Oi) NN 7,1 (0;,)

som indeholder A, en omegnsbasis i A, og det er da ganske let at vise, at (A*, wk™)
— vektorrummet 2A* udstyret med svag*-topologien — bliver et Hausdorffrum. Det
viser sig endvidere, at den afsluttede enhedskugle B* heri altid er svag*-kompakt? —
dette resultat er kendt som Alaoglus s@tning, og er straks lidt svaerere at vise.

Siden vi i form af sztning B ved, at der er en bijektiv forbindelse mellem A og
maengden My af maksimalidealer i 2, og A C A*, er det naturligt at udstyre A med
den inducerede svag*-topologi fra * og omtale dette som 20’s maksimalidealrum.
Om dette geelder der folgende tilfredstillende resultat:

. Hvis 2 er en kompleks kommutativ Banach-algebra med enhed, sa er A() et
kompakt Hausdorffrum.

Bevis. Da A C B*, hvor B* betegner den svag*-afsluttede enhedskugle i X*, er det
ifolge Alaoglus setning nok at vise, at A er svag*-afsluttet. Lad derfor (¢;);es veere
et net fra A med p; — ¢ € B*. Da der for alle a,b € X geelder, at lim ¢;(ab) =

lim ¢;(a)ei(b) = ¢(a)p(b), vil p € A. O

Hvis X ikke har en enhed, bliver A kun lokalkompakt. Dette kan vi konkretisere
til udsagnet, at maengden af komplekse homomorfier pa L!(G) er et lokalkompakt
Hausdorffrum under den inducerede svag*-topologi fra L!'(G)*. Dette viser sig at
veere vigtigt, men samtidig bemaerkes det, at ovenstaende bevis ikke har noget med
maksimalidealer at gare, sa det ser ud til, at jeg spilder god spalteplads pa irrelevante
ting. Jeg beder laeseren om at udvise lidt talmodighed.

3Hvorimod den afsluttede enhedskugle i et normeret rum er norm-kompakt hvis og kun hvis
rummet er endelig-dimensionalt.
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Eksempel: Det er pa nuveaerende tidspunkt velkendt, at £!(Z) er en kommutativ Banach-
algebra med ||f]| = Y02 |f(n)] og fxg(k) = > 02 f(n —k)g(k), med enheden
1 = 1y4¢y. I dette forholdsvis simple tilfaelde er det samtidig forholdsvis simpelt at “udregne”
maksimalidealrummet, dvs. vise, at det op til en homeomorfi er et velkendt topologisk rum.
Det viser sig, at maksimalrummet for £}(Z) er homeomorft med T, og dette vil jeg vise. For
alle z € Z defineres ¢, : (1(Z) — C ved ¢,(f) = Y00 f(n)z", f € £1(Z), som oplagt
er en lineser, begraenset og ikke-triviel funktional. Det fglger desuden af Fubinis Seetning,
at 0. (fxg) = ¢.(f)p=(g), s @. er et element i maksimalidealrummet M1 (7). Defineres
nu @ : T — Mz ved ®(z) = ., bliver ® en homeomorfi: For alle n € Z defineres
fn € £1Z) ved fn(n) = 1 og fn(k) = 0 for k # n. Sa er det let at efterse, at fo = 1,
| fnll =1 0g fnx fx = fnak for alle n, k € Z. Endvidere er ®(z)(f) = z for alle z € T, s& ®
er injektiv. For at se, at ® er surjektiv lader vi 1) € My (z) og setter 2o = o(f1). Herved
bliver |zp| < 1, men pa den anden sideer 1 = fixf_1 881 = zogp( 1) = |20le(f=1) < 20l,
dvs. z9p € T. Da ¢ er en homomorfi, er ¢(f,) = @(fi x--- % fi) = o(f1)" = = for
alle n, si da 1 = f, x f_, bliver ¢(f,) = 28Vn € Z. Hvis siledes f € ('(Z), bliver
f=52° _ f(n)fn konvergent i £1(Z). Da ¢ er kontinuert og linezr, bliver siledes ¢(f) =
S0 F)e(fn) =300 f(n)2l = s (f) for alle f € £1(Z), dvs. ® er surjektiv. Hvis
Zo — 2 € T, er det let at se, at limy > or f(n)2n =320 f(n)z" for alle f € (}(Z),

« n—=——oo

sa at ®(zo) — P(z) — dette viser, at ® er kontinuert. Da bade T og M1 (z) er kompakte
Hausdorffrum, bliver & en homeomorfi.

Fourier-transformationen pa en LCA-gruppe.

. Ved en karakter for den topologiske gruppe G forstas en kontinuert afbildning
Y : G — C, hvorVz,y € G : ¢Y(xy) = Y(x)(y) og Ve € G : |(x)| = 1.

Eksempel: Lader vi G = (R,+,|-|) og betegner vi med e, afbildningen z — €'® ¢ € R,
er karaktererne for G netop e.’erne: Det er let at se, at e. er en karakter for ¢ € R. Lad nu
x : R — C\ {0} veere en karakter og saet f(x) = [} x(¢)dt. Sder f € CY(R) idet

flx+a)= /Oz+ax(t)dt = /Ozx(t) dt + /z+ax(t)dt = f(z) + /Oax(a: +t)dt
— (@) + x(2) /0 "X(t)dt = f(z) + x(2)(a).

x(0) = 1 og x er kontinuert i 0, findes der a € R sd f(a) # 0. Men sé& er x(z) =

ﬁ (f(x 4+ a) — f(x)) differentiabel mht. z, og for alle z,y € R gaelder saledes, at x'(x +

) = x(z)X'(y). Med y = 0 og k := x'(0) bliver x'(x) = kx(x), og dermed er x(z) = *=.
Da |x(z)| =1 forallez € R, er k € C\ R, dvs x(z) = ¢*, £ € R.

Vi er altsa tilbage i den oprindelige situation, hvor vi antog, at G ligefrem var
en LCA-gruppe, og det, der skal samle de mange begreber, er, at vi faktisk kan
identificere maengden G af karakterer pa LCA-gruppen G med maksimalidealrummet
A(LY(@)) pa en helt “konkret” méade. Faktisk viser identifikationen sig at veere den
spgte Fourier-transformation!!!

Et lille (og i grunden ganske overkommeligt) skridt pa vejen er at overbevise sig
om gyldigheden af
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. Hvis vi for 1,1’ € G definerer operationen + i G ved (¢ + ') (z) = ¥(z) + ¢/ (z )
for x € (G, som neutralelement benytter 1nd1katorfunkt10nen pa G, og til ¢ € G
knytter det inverse element —1) defineret ved x +— (z) = w( L sa er G en abelsk
gruppe.

Lad i det folgende G vaere en LCA-gruppe, og lad R(G) veere G's gruppealgebra,
dvs. den kommutative Banach-algebra, der fas ud fra L'(G) ved at tilfje en enhed.
Sa er et typisk element fra R(G) af formen ae + f, hvor a € C og f € L}(G) (og e
betegner den tilfgjede enhed). Man kan da vise, at L'(G) udger et maksimalideal i
R(G). Mere interessant er dog folgende sztning, der er central for teorien:

. Lad x € G veere en vilkarlig karakter pd G og lad f € L'(G). Ved at definere f
ved
o) = Fo0 = [ (@) dm(a).

hvor m er et fast Haar-mal pa G, bliver afbildningen e+ f — A+ f(x) fra R(G) ind
i C en homomorfi af R(G) pa C, som ikke forsvinder p& hele L'(G). Omvendt fés
enhver homomorfi, der ikke forsvinder pa hele L'(G), pa denne méade, og forskellige
karakterer inducerer forskellige homomorfier.

Specielt vil afbildninden ¢ : x — ¢, fra G ind i A(LY(@)) veere bijektiv, og da
vi allerede har givet en topologi pa A(L'(G)) - nemlig den fra (L'(G))* inducerede
svag*-topologi — kan vi via ¢ introducere en lokalkompakt Hausdorff-topologi pa G,

sa ialt har vi set, at G som gruppe er abelsk og som topologisk rum er lokalkompakt
og Hausdorff. Faktisk kan resultatet skaerpes betydeligt:

. Hvis G' er en LCA-gruppe, da ogsa G.

Tiden er atter kommet til at traeder et skridt tilbage og traekker pa lidt overord-
nede ting fra funktionalanalysen. Dette ggres som oftest bedst med en

. Lad A veere en (kompleks) Banach-algebra. Ved Gelfand-transformationen pa 2 vil
vil forsta afbildningen I : 2 — C(My) defineret ved I'(z)(p) = p(x), hvor ¢ € Mag.

Laeseren henvises til et videregaende kursus i funktionalanalyse — for eksempel
MATEMATIK 4AN - for naermere detaljer om denne skumle afbildning. Dog vil jeg
her naevne, at man relativt let kan vise, at Gelfand-transformationen er en kontinu-
ert, linezer homomorfi af 2 ind i Cp(Mg).

De allerede naevnte resultater kan vi nu opsummere i fglgende — forhabentligt —
overskuelige diagram:
s 7 G \

e

P Saatnin
MLl(G > A(LYQ))
S;Btnmg.

For at opsummere i ord, er den bijektive forbindelse mellem G og A(LYG))

faktisk en homeomorfi pr. konstruktion af topologi pa G via svag*-topologien pa
A(LY(G)) C (LY(G))*, ganske som bijektionen mellem M 1) og A(LY(G)) er det.
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Interessen for meengden M () af maksimalidealer i L'(G) skyldes, at det er om
denne, den generelle Gelfand-teori udtaler sig om, mens vi er ude efter at sige noget
om G. Ydermere er identifikationen mellem G og A(L'(G)) hgjst ikke-triviel, idet
elementerne i G er visse kontinuerte homomorfier p4 G, mens elementerne i A(L'(G))
er visse linezere funktionaler pa L'(G).

Der geelder, som nzevnt tidligere, at A(L'(G)) og G er homeomorfe via afbildnin-
gen 1: G — A(LY(G)) defineret ved o(x) = ¢(x). Afbildningen +* : Co(A(LY(G))) —
Co(G) defineret ved ¢*(f) = f o1 bliver da en *-isomorfi, og da ((:* o T')(f))(x) =
(CH(x) = (Tf)(py) = f(X), er 1* o' = f. Af denne grund ser man ofte i littera-
turen Gelfand-transformationen indfgrt som afbildningen 7 : A — C defineret ved
z(h) = h(z), hvor h € A og x € L'(G).

Men man ser nu, at det faktisk ER Gelfand-transformationen, der er indfort i
setning B, og vi kan da umiddelbart citere folgende resultat vedrgrende Fourier-
transformationen:

. Lad f,g € LY(G). Da gelder der
1. e Cl@),
2. fxg=fg,

hvor altsa

oo = /G F (@) x(@) dp).

Her kan man opfatte 1. som en generalisering af den klassiske saetning af Riemann-
Lebesgue, idet vi ud fra ovenstaende eksempel kan se, at der for G = R ER tale om
den klassiske Fourier-transformation.

Resultater, man viser, hvis man har mere plads

Det vil efter definitionen af Fourier-transformationen pa en LCA-gruppe G og udled-
ningen af de mest basale egenskaber vaere oplagt at kaste sig over de fra MATEMATIK
2AN velkendte, klasiske resultater om Fourier-transformationen pa R, sasom Inver-
sionssaetningn og Plancherals saetning. Det viser sig faktisk, at disse resultater kan
generaliseres ganske betragteligt, men som sa ofte for vil jeg udelade de mere tekni-
ske detaljer og blot antyde, hvad der er i vente. Der gaelder nemlig folgende smukke
setninger, og bare det, at de galder, er tilstraeckkelig grund til at studere teorien
narmere:

Plancherels Szetning. Lad G veere en LCA-gruppe. Sa gaelder der

1. For ethvert f € LY(G) N L3(G) er | € L2(G) og ||f|la = || fll2, dvs. Fourier-
transformationen pa L'(G) N L*(G) er en isometri.

2. Afbildningen f — f af L'(G) N L%(G) ind i L*(G) kan udvides til en unitser
afbildning F : L2(G) — L*(G) af L2(G) pa L*(@).

3. For f,g € L*(Q) er {f, 9>L2(G) = <?(f)’3r(g)>L2(@)

26



4. For v € LNG) N L2(G) er
(T 1Y) () = /éw(x)x(x) dx(z) for alle x € G.

5. For f,g € L*(G) geelder Parsevals formel:

/G f(2)9(@) du(z) = [?f(x)%(x) dx.

G
Samt

Inversionssaetningen II. Haar-malet dx pa G kan normeres pa en sadan made, at

~

hvis f € LY(G) og f € LY(G), sa vil f € Cy(G) p-nasten overalt, og

f(z) = /@f(x)x(x) dx for alle z € G.

Afrunding

Jeg skal veere den forste til at indrgmme, der er udeladt meget undervejs. Proble-
met er dog, at harmonisk analyse pa LCA-grupper er en teknisk kompliceret di-
sciplin inden for funktionalanalysen, og alene at na frem til definitionen af Fourier-
transformationen pa GG pa en anstaendig facon kraevede 35 sider i mit bachelorprojekt
omhandlende netop dette emne. Nar man fgrst HAR set den pakraevede funktional-
analyse, kan man skaere noget i sideantallet, men tilbage er der stadig nogle serigse
malteoretiske problemer, der skal gennemarbejdes. Jeg haber dog ikke, jeg med disse
bemaerkninger har skraemt laeseren fra — men snarere inspireret til — at kigge lidt
narmere pa den smukke teori.
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7 og fundamentalismen. . .
J. P. R. Christensen
Fremdeles lavede han havet® i stgbt arbejde, ti alen fra rand

til rand, helt rundt, fem alen hgjt; det malte tredive alen i
omkreds. — Forste kongebog 7,23

2det samme som: det sdkaldte kobberhav, en stor vandbeholder.

Det er undertegnede skribent af nedenstaende artikel, der er fundamentalist —
alt i Biblen er fundamentalt, men noget er mere fundamentalt end andet.

Matematikere er ofte faldet i tanker over 1. Kongebog 7,23. ..

Hvor ofte har jeg ikke hgrt, at biblens ufejlbarlighed hermed er aflivet! Vas —
sludder ...

Kobberhavet (trug til rituel vask i forbindelse med ofringer) angives at veere 10
alen fra rand til rand. Altsa er dets omkreds 10*Pi og det er jo mere end 30 alen! (10-
30/Pi)/2 er faktisk tykkelsen i alen af karrets veeg, hvis vi regner med at forfatteren
har malt de 30 alen rundt langs den indre rand! Det er massivt men kan godt ga
an! Man ved, at Israel havde forbindelse med bade Babylonien og Egypten og at
disse kulturer havde bedre vaerdier end 3 for Pi, nar bygninger skulle beregnes. Jo
den gamle forfatter ansa bestemt kobberhavet for helt fundamentalt, men alligevel
finder jeg det sandsynligt, at han bare tog et gjemal!
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