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LederVelkommen til endnu et nummer af Famøs. Siden sidst har fakultetet gennemførtomfattende besparelser, men vi er her heldigvis stadig. E�ekten af besparelsernebliver særdeles synlige i undervisningen. På Mat 1 er det fra efteråret slut med athave 4 øvelsestimer om ugen, og et par af gymnasielærerne udskiftes med fastansatte.På �repunkters kurserne på Matematik 2 og 3, bliver der fremover en fællestime medopgavegennemgang, og kun 2 almindelige øvelsestimer, derudover vil tre af de småMatematik 3 kurser (3AG, 3RE og 3NA) fremover kun køre hvert andet år.En gruppe studerende på fakultet planlægger en demonstration 23. marts forat gøre opmærksom på, at besparelserne har ramt undervisningen særdeles hårdt.Der er allerede dukket plakater op om planerne, og der skal nok komme �ere, såhvis du synes det er for galt at din undervisning bliver beskåret, så tag aktivt del iforberedelserne og/eller selve demonstrationen.Studienævnet har afsluttet arbejdet med en ny studieordning for kandidatud-dannelsen. Af nye ting er f.eks. et mere �eksibelt breddekrav, der betyder at manikke længere nødvendigvis skal have Matematik 3AL, 3AN og 3GE. Endvidere skalder fremover gives en formel karakter for fagprojekter, og man skal have en 13-skalakarakter i et antal andendelskurser svarende til mindst 8 punkter. Studieordningenventes at træde i kraft 1. september, så hvis du er/bliver indskrevet på kandidatud-dannelsen inden denne dato, gælder disse regler ikke umiddelbart for dig, men derer selvfølgelig overgangsregler.Vores tegner er blevet færdig med sit studium, og derfor mangler vi hårdt en nyperson til at lave tegninger til Famøs. Hvis du kan tegne, så meld dig til redaktionenpr. e-post famos�math.ku.dk, hvis du selv har nogle ideer vil det være godt, menellers sker det at andre i redaktionen får en idé til en tegning.1 Almindelige redak-tionsmedlemmer kan vi selvfølgelig også bruge. Lad være med at holde dig tilbagefordi du ikke tror, du kan særlig meget matematik, for det første kan du sikkertmere end du tror, og for det andet skal bladet også gerne være værd at læse forførsteårsstuderede. Det er heller ikke noget krav, at du er en stor LATEX-haj, vi skalnok lære dig det du har brug for.Rettelse: I annon
en fra IFF i sidste nummer, var der en e-post adresse på for-manden Gyrd Foss, desværre var denne adresse forældet, den korrekte adresse ergef�fak.hum.ku.dk.
1Den første idé er faktisk allerede klar. 3



Med lov skal land byggesInterview med Susan Rasmussen, der studerer jura. Interviewet er foretaget af JensBarslund Mikkelsen til brug i �Studenterhåndbogen 1999� udgivet af Forenede Stu-denterråd. Famøs trykker interviewet efter tilladelse fra Jens Barslund Mikkelsenog Susan Rasmussen som led i en artikelserie om, hvordan det er at læse på andrestudier end matematikstudierne.Det er en fagligt engageret rus, man har over for sig, når man taler med Susan.Hun har fra studiestart være aktiv i Forenede Jurister, der er de jurastuderendesfag- og studenterpolitiske organisation.Det endte med at blive juraPå spørgsmålet om hvorfor det blev jura, at Susan valgte som sit studium, svarerhun:� Jeg havde en masse forskellige uddannelser, som jeg syntes så interessante ud.F.eks. var religionsvidenskab, litteraturvidenskab og statskundskab på tale, men jegkunne ikke forestille mig i de jobs, som man kunne få med de uddannelser (måske ligeundtaget statskundskab). Men så faldt valget på jura � ikke fordi jeg har planer om atskulle ud og sidde på et �nt kontor med næsen begravet i Karnovs Lovsamling � fordijeg tror, at jura kan give mig en ballast, jeg kan bruge i f.eks. so
ialt arbejde, hvilketinteresserer mig. Jeg har gennem de sidste fem år været beskæftiget med ung til ungformidling som sexualist; jeg tog ud og talte med unge om følelser og kærlighedslivet,sex og sexuelle minoritetsgrupper. Derigennem har jeg mødt �ere so
ialt belastedeunge, hvilket har vakt min interesse for unges vilkår. Det her kommer nemt til atlyde som om, jeg vil bruge mit jurastudium til at redde verden � det er mit indtryk,at nogen læser jura for det � men sådan er det ikke. Jeg tror på, at jurastudiet kangive mig nogle kvali�kationer til at beskæftige mig med unges vilkår, som jeg ikkekan få nogen andre steder.Men hvad er det for kvali�kationer, du får gennem jurastudiet?� I bund og grund er det at læse jura at lære at fortolke love og regler, mendet er også en viden om, hvordan man kan ændre love og regler. Jura er at lære enmetode, en måde at tænke på. Vi har f.eks. nogle manuduktionstimer, hvor en sagbliver gennemgået set udelukkende med loven som baggrund. Det kan godt være lidtfrustrerende, for der er mange andre aspekter end loven, der spiller ind på en sag.F.eks. er det ikke meningen, at man skal inddrage politiske aspekter, men mangegange er det oplagt at gøre det. At man personligt synes, at lovens ånd er forkerteller direkte imod éns ideologiske overbevisning (abortlovgivning er altid et godtdiskussionsemne), kan jo ikke ændre på, hvordan en sag skal afgøres.4



Det so
iale er op til én selvSusan har også nogle bemærkninger til studiemiljøet på jura:� Første studieår har man undervisning 8�12, med manuduktion de to første ti-mer (pensumgennemgang) og forelæsninger de to sidste. Forelæsningerne tager ofteudgangspunkt i sager, som alle har hørt om, men måske ikke rigtigt forstået, f.eks.tamilsagen, det er ret spændende. Manuduktion er holdundervisning og minder påden måde om gymnasiets undervisning. Det er også i manuduktionen, at der er mu-lighed for to-vejskommunikation mellem studerende og underviser. Det står i skarpkontrast til forelæsningerne, der udpræget er en-vejskommunikation: én forelæser ogmellem 150 og 300 studerende. Til sådanne forelæsninger kan man godt savne lidtbedre plads, når man har været så uheldig at komme i sidste øjeblik og se sig henvisttil den absolut sidste ledige plads: vindueskarmen.� Lokalefa
iliteterne på jura lader noget tilbage at ønske, og der har �ere gangeværet påtaler fra arbejdstilsynet � vi ved ikke, om der sker nogle forbedringer her dekommende år. Hvis man ønsker so
ial omgang med medstuderende er fredagsbarerog Jurahuset et godt sted at starte. Fredagsbarene arrangeres på skift af de 20førsteårshold og er altid velbesøgte. Jurahuset indeholder Juridisk Laboratorium,der har 
omputere, kopirum, søgebaser, skriverum, gruppelokaler, læsesale og fremfor alt et veludstyret forskningsbibliotek.� Man skal ikke forvente sig for meget af det so
iale engagement efter det førsteårs tid, fordi folk får andre ting at lave. Det er meget traditionsrigt at læse jura; f.eks.er der organisationen Juridisk Diskussionsklub, der er en gammel diskussionsklub,der også arrangerer ture til advokatkontorer og fester, bl.a. en årsfest, hvor de lejerKøbenhavns Universitets festsal. Det er en gallamiddag.Findes juridisk forskning?Da jeg spørger Susan om juras ry for at være mere skoleagtig end andre universi-tetsuddannelser, bliver smilet lidt stift, inden hun svarer:� Udadtil er jura ikke så forskningsbaseret som f.eks. fysik (vi mangler mænd ihvide kitler), og uddannelsen er da også overvejende en indføring i en særlig mådeat tænke på, men der er juridisk forskning, f.eks. er regulering af �nye� områdersom regulering af internet et forskningsområde. Der er da også på det seneste blevetoprettet �ere ph.d.-pladser på jura, men jurister får fortrinsvis beskæftigelse udenfor universitetet.StudenterpolitikSusan har kort tid efter studiestart kastet sig over studenterpolitik.� Jeg har gennem studenterpolitik fået mulighed for at få bedre so
ialt netværk,møde ældre studerende samt studerende fra alle mulige fag. Gennem studenterpolitikkan man opleve universitetsmiljøet fra en anden side. Her kan man være med til atpåvirke sit eget studium i den retning, man ønsker, samt være med til at sikre ogforbedre studievilkår. 5



OpgaveløsningerRasmus Borup HansenOpgave 1Da Borpritzsky og Kowansky skal være de eneste medlemer af en af grupperne,må Rinturbar og Ruparov være i samme gruppe. Vulonlar må da være i en tredjegruppe, som også indeholder enten Numismatov eller Johannow. Den af Numismatovog Juhannow, der ikke er i gruppe med Vulonlar må så være i samme gruppe somRinturbar og Ruparov, idet der skal være tre forskere i Rinturbars gruppe.Opgave 2Opgaven var at �nde ud af, hvor stor en andel (pro
entdel) af alle heltal (som viantager skrives i 10-talssystemet), som indeholder mindst ét 3-tal.Hvis vi kun betrager heltal med n 
ifre, lader vi rn betegne andelen af disse, derindeholder mindst ét 3-tal. Nu er
rn+1 =

10n + 9rn10n

10n+1
=

1 + 9rn

10
,hvoraf ses, at rn → ∞ for n → ∞. Altså må svaret være 100%.Opgave 3Da produktet af børnenes aldre er 36, må de være (1,1,36), (1,2,18), (1,3,12), (1,4,9),(1,6,6), (2,2,9), (2,3,6) eller (3,3,4). Da x stadig er i tvivl efter at have fået oplystsummen af deres aldre, må det være (2,2,9) eller (1,6,6). Her kan vi udelukke densidste mulighed, idet vi får oplyst, at der er et af børnene der er den ældste. Altsåmå børnenes aldre være 2 år, 2 år og 9 år.Opgave 4Der var nogle trykfejl i opgaven, så vi gentager den her. Lad x1 = x, og lad xi+1 = xxi.Idet limi→∞ xi = 2, skal vi �nde x.Vi har, at

2 = lim
i→∞

xi = lim
i→∞

xi+1 = lim
i→∞

xxi = xlimi→∞ xi = x2,hvorfor x =
√

2. 6



Opgave 5Idet den gennemsnitlige ventetid på su

es er lig den re
iprokke su

essandsynlighed,kan vi forvente at skulle spise
1 +

4

3
+

4

2
+

4

1
=

25

3pakker 
orn�akes.Opgave 6Det ses nemt, at svaret er 42.
OpgaverOpgave 1Et kubisk stykke ost, er blevet delt i 27 mindre kuber (så det ligner en Rubik'sterning). En mus begynder at spise osten fra et af hjørnerne, sådan at den spiser enhel af de små kuber, hvorefter den fortsætter med en af de tilstødende små kuber.Er det muligt for musen at slutte med at spise den (fra starten) midterste kube?De to næste opgaver stammer fra dette års Georg Mohr konkurren
e.Opgave 2En �sker har fanget et antal �sk. De tre tungeste udgør tilsammen 35% af fangstenssamlede vægt. Dem sælger han. Herefter udgør de tre letteste tilsammen 5/13 afvægten af resten.Hvor mange �sk fangede han?Opgave 3Findes der et tal hvis 
ifre er lutter 1-taller, og som 1999 går op i?
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Opgave 4Der er givet tre 
irkler med radius r der alle går gennem punktet O. Disse tre 
irklerskærer hinanden parvis i tre punkter A, B og C. Bevis at 
irklen gennem A, B og
C har radius r.

Opgave 5To små 
irkler ligger udenfor hinanden, men inden i en tredje større 
irkel, sådanat alle tre tangerer hinanden parvis. Deres 
entre ligger på en ret linie. Lad r væreradius i den store 
irkel, og lad t være længden af den del af de to små 
irklers fællestangent der ligger inden i den store 
irkel. Find arealet af det område der liggerinden i den store 
irkel men uden for de små 
irkler.
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Om kongruenstalIan KimingIndledningLad d være et naturligt tal. Et klassisk, diofantisk problem - endda taget op til over-vejelse af Diofant selv - består i at spørge efter rationale tal α, β, γ, hvis kvadraterer på hinanden følgende tal i en aritmetisk progression med modulus d; med andreord: Der spørges efter rationale tal α, β, γ således, at:
(∗) γ2 − β2 = β2 − α2 = d .Hvis (∗) har en løsning i rationale tal α, β, γ, kaldes d klassisk for et 'kongruen-stal'. Mens forfattere i oldtiden og middelalderen var tilfredse med at kunne an-give eksempler på kongruenstal (f.eks. (Fibona

i) d = 5, α = 31/12, β = 41/12,
γ = 49/12), må opgaven set fra et moderne synspunkt - såfremt problemet daoverhovedet skal tages alvorligt - være at karakterisere kongruenstallene eller i detmindste at spørge efter en algoritme, der for givet d afgør, om d er et kongruen-stal. Bemærk, at det på ingensomhelst måde er trivielt klart, at en sådan algoritmeeksisterer: Hvis et givet d skal vises ikke at være et kongruenstal, skal - a priori -uendeligt mange muligheder for (α, β, γ) udelukkes.Vi vil se, at det er muligt at give et partielt svar på disse spørgsmål og, ateksistensen af en fuld algoritme som ovenfor tilsyneladende hænger på et af destore, 
entrale, uløste problemer i moderne talteori, nemlig den såkaldte Bir
h- ogSwinnerton-Dyer formodning (se nedenfor).Øvelse 1: Vis, at d er et kongruenstal, hvis og kun hvis d er arealet af en retvinklettrekant med rationale kantlængder.Lad os nu bemærke, at vi øjensynligt uden væsentlige indskrænkninger kan an-tage, at d er kvadratfrit. Af pladshensyn vil vi i denne artikel yderligere antage, at
d er ulige; tilfældet, hvor d er lige kan behandles helt analogt. Altså:

d ∈ N, kvadratfrit og ulige.Vi vil diskutere forskellige aspekter af følgende sætning af J. B. Tunnell (Invent.math. 72 (1983), 323-334):Sætning: De�ner:
cd := #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 32z2 = d}

−1
2
· #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 8z2 = d}.Da gælder:

cd 6= 0 ⇒ d er ikke kongruenstal.9



Hvis Bir
h-Swinnerton-Dyer formodningen gælder, kan denne implikation vendesom.Tunnell's sætning har diverse klassiske resultater om kongruenstalproblemet somumiddelbare konsekvenser og viser, at visse klassiske formodninger kan opnås somfølger af Bir
h-Swinnerton-Dyer formodningen, men vi kommer af pladshensyn ikkeind på dette.Interessen for Tunnells sætning i sammenhæng med det måske udfra en umiddel-bar betragtning relativt tilfældigt udseende problem (∗) kon
entrerer sig - bortsetfra den historiske interesse - i følgende 2 punkter: (i) Man beviser i den matematiskelogik, at der ikke �ndes nogen generel algoritme til afgørelse af løsbarhed i hele taltil systemer af diofantiske ligninger (i.e. systemer af polynomiumsligninger i �erevariable med heltallige koe�
ienter). Men det tilsvarende spørgsmål angående mu-lighederne for algoritmisk afgørelse af løsbarhed i rationale tal er endnu ikke afklaret.Selv spe
ielle spørgsmål af denne type, der kan vise hvilke problemer, man er oppeimod, er derfor af en vis interesse. (ii) Som vi vil se nedenfor lurer der under over�a-den af det 'uskyldigt' udseende problem (∗) en dyb, massiv struktur, som kun denmoderne matematik er i stand til at håndtere. Og det er vel netop matematikkensegentlige opgave at afdække sådanne dybtliggende og a priori skjulte strukturer.OmformuleringLemma 1: (∗) har en løsning (α, β, γ) ∈ Q3, hvis og kun hvis ligningen
y2 = x3 − d2xhar en løsning i rationale tal x, y med y 6= 0.Bevis: ⇒: Sæt x := (α + β)(β + γ), y := (α + β)(α + γ)(β + γ) og udnyt, at

d = (γ + β)(γ − β) = (β + α)(β − α).
⇐: Sæt α := (x2 − 2dx− d2)/(2y), β := (x2 + d2)/(2y), γ := (x2 + 2dx− d2)/(2y).I denne og vel at mærke kun i denne artikel vil vi de�nere en elliptisk kurve E(over Q) som en ligning af formen y2 = x3 + ax2 + bx + c, hvor a, b, c ∈ Z, og hvorpolynomiet x3 + ax2 + bx + c har 3 forskellige rødder. Vi skriver:
(∗∗) E : y2 = x3 + ax2 + bx + c ,og vi vil betegne den spe
ielle elliptiske kurve, der forekommer i Lemma 1, med Ed,altså:
(∗ ∗ ∗) Ed : y2 = x3 − d2x .Løsninger til (∗∗) i rationale tal x, y kaldes rationale punkter på E; til disse løsningertilføjes 'kunstigt' et ekstra 'punkt', som betegnes O, og man sætter:

E(Q) := {O} ∪ {(x, y) ∈ Q2 | y2 = x3 + ax2 + bx + c}.Formålet med tilføjelsen af det ekstra punkt O er, at man i teorien for elliptiske kur-ver viser, at E(Q) har en naturlig struktur som abelsk gruppe, hvor O spiller rollen10



som neutralelement. Kompositionen i denne abelske gruppe betegner vi simpelthenmed '+'; den kan angives ekspli
it: Haves eksempelvis 2 løsninger Pi = (xi, yi) ∈ Q2,
i = 1, 2, til (∗∗) med x1 6= x2, fås en 3'de løsning P3 = P1 +P2 = (x3, y3) ∈ Q2, hvor
x3 =

(

y1−y2

x1−x2

)2

− a − x1 − x2, y3 = −
(

y1−y2

x1−x2

)

x3 −
(

y2x1−y1x2

x1−x2

) (kan 
he
kes direktesom øvelse). Et andet eksempel på kompositionen er: (x1, y1) + (x1,−y1) = O, altså
(x1,−y1) = −P1.Hvad kan vi sige om strukturen af E(Q)? En grundlæggende sætning i teorienfor elliptiske kurver er Mordell's sætning (1922), der udsiger, at gruppen E(Q) erendeligt frembragt. Af struktursætningen for endeligt frembragte, abelske grupperkan vi da slutte, at

E(Q) ∼= T ⊕ Zr ,hvor r ∈ N0, T er en endelig, abelsk gruppe, og T og r er entydigt bestemte ved E.Gruppen T kaldes E's gruppe af (rationale) torsionspunkter og betegnes Etors(Q);denne gruppe består altså netop af elementerne af endelig orden i E(Q). Tallet rkaldes E's rang, og vi betegner det med r(E).Lad os nu spe
ialisere til vores spe
ielle kurver Ed: Kan vi angive nogle rationalepunkter på Ed? Det er let: Vi har øjensynligt (0, 0), (d, 0), (−d, 0) ∈ Ed(Q). Som vinævnte ovenfor, har vi −P = (x,−y), for P = (x, y) ∈ Ed(Q), og for disse punktergælder følgelig 2 · P (= P + P ) = O, hvis og kun hvis P ∈ {(0, 0), (d, 0), (−d, 0)}.Naturligvis har vi også 2 · O = O, da O er neutralelement i Ed(Q). Vi kan altsåslutte, at U := {O, (0, 0), (d, 0), (−d, 0)} er undergruppen i (Ed)tors(Q) bestående afelementerne af orden 2 i Ed(Q). Med blot en lille smule teori for elliptiske kurverkan man på relativ simpel vis slutte, at vi faktisk har U = (Ed)tors(Q). Vi antyderen mulig bevismetode i den næste øvelse.Øvelse 2: Betragt tilfældet, hvor d er et primtal ℓ. Den såkaldte Nagell-Lutz sætningspe
ialiseret til kurven Eℓ udsiger, at hvis P = (x, y) ∈ Eℓ(Q) er et torsionspunkt, dagælder x, y ∈ Z, og enten 2 ·P = O eller y | 2ℓ3. Slut heraf, at vi for et torsionspunkt
(x, y) må have y = 0.Vi er nu i stand til at omformulere vores kongruenstalproblem.Lemma 2: (d er et kongruenstal) ⇔ r(Ed) > 0.Bevis: Ifølge Lemma 1 er d et kongruenstal, netop hvis der �ndes (x, y) ∈ Ed(Q)med y 6= 0. Vi karakteriserede ovenfor torsionspunkter (altså punkter af endeligorden) (x, y) ∈ Ed(Q) ved betingelsen y = 0. Altså er d et kongruenstal, netop hvis
Ed(Q) har et element af uendelig orden. Men dette er jo ækvivalent med betingelsen
r(Ed) > 0.
L-rækker, spidsformer og mudularitetVi betragter igen den generelle elliptiske kurve (∗∗). Lad p være et primtal. Tilparret (E, p) er knyttet et helt tal ap(E), der kommer til at spille en afgørende rollei det følgende. Vi angiver de�nitionen af ap(E) 'for næsten alle p': Da ligningen
(∗∗) har heltallige koe�
ienter, giver det mening at opfatte den som en ligningmed koe�
ienter i det endelige legeme Fp, i.e.: Vi opfatter a, b, c som liggende i11



Z/Zp = Fp. Man kan vise, at polynomiet x3 + ax2 + bx + c ∈ Fp[X] for alle pånærendeligt mange primtal p har 3 forskellige rødder (i en eller anden endelig udvidelseaf Fp); antag, at dette er tilfældet for det givne p; da de�neres:
ap(E) := p − #{(x, y) ∈ F2

p | y2 = x3 + ax2 + bx + c} .I de endeligt mange tilfælde, hvor 2 eller 3 af rødderne i x3 + ax2 + bx + c over
Fp falder sammen, har man også en de�nition af ap(E), men denne kan ikke mereforklares i elementære termer (hvilket vi derfor må undlade at gøre). Som vi snartskal se spiller følgen af tal (a2(E), a3(E), a5(E), a7(E), a11(E), . . .) en fundamentalrolle for strukturen af E, spe
ielt for strukturen af E(Q). Imidlertid rækker det ikkekun at kende endeligt mange af disse tal ap(E); vi må derfor �nde en måde at 'pakke'den information, der ligger i hele rækken af ap(E)'er, sammen i et nyt objekt. Dettenye objekt er E's såkaldte L-række. Der �ndes (uendeligt) mange andre struktureri talteorien, der har L-rækker knyttet til sig. Det simpleste eksempel på en L-rækkeer Riemann's zeta-funktion:
(♯) ζ(s) :=

∞
∑

n=1

n−s =
∏

p primtal(1 − p−s)−1 ,med sin udvidede version:
Λ(s) := π−s/2Γ(s/2)ζ(s) ,hvor Γ er den sædvanlige gamma-funktion. Som bekendt konvergerer (♯) absolutfor s ∈ C, Re(s) > 1, og her de�nerer Λ(s) en holomorf funktion af s. Denne kanfortsættes meromorft til hele den komplekse plan, hvor den har simple poler i 0 og1 og tilfredsstiller funktionalligningen Λ(s) = Λ(1 − s).De�nitionen af L-rækken for E, L(E, s), er analog:

(♯♯) L(E, s) :=
∏

p primtal (1 − ap(E) · p−s + p1−2s
)−1

,og vi har også her en udvidet version:
Λ(E, s) := N

s/2
E (2π)−sΓ(s)L(E, s) ,hvor NE er et vist naturligt tal knyttet til E, hvis de�nition vi ikke kommer ind på(NE er E's såkaldte 'fører'). Benytter man Hasse-Weil-vurderingerne, der siger, at

| ap(E) |< 2
√

p, kan man slutte, at (♯♯) konvergerer absolut for s ∈ C, Re(s) > 2og de�nerer en holomorf funktion af s i dette område. I dette område kan vi sågange paranteserne i (♯♯) ud, og �nder under benyttelse af den geometriske række
(1 − q)−1 = 1 + q + q2 + . . .:

L(E, s) =

∞
∑

n=1

an(E) · n−s ,hvor a1(E) := 1, amn(E) := am(E)an(E) for (m, n) = 1, ap2(E) := ap(E)2 − p, osv..12



Kunne det måske være tilfældet, at Λ(E, s) har en analytisk fortsættelse til he-le den komplekse plan s ∈ C, hvor den tilfredsstiller en funktionalligning analogtil funktionalligningen for Riemann's zeta-funktion? Dette er et overordentligt me-get mere kompli
eret spørgsmål end det tilsvarende spørgsmål for Riemann's zeta-funktion, fordi svaret afhænger af, om E er 'modulær', - et begreb, som vi nu kortvil forklare: Lad N ∈ N. En spidsform af vægt 2 og niveau N er en holomorf funk-tion f på 'den øvre halvplan' {τ ∈ C | Im(τ) > 0} med følgende egenskaber: (i)
f(τ) = (cτ + d)−2f

(

aτ+b
cτ+d

) for alle a, b, c, d ∈ Z med N | c og ad − bc = 1; (ii)
∃ν ∈]0, 2[: f(τ) = O(Im(τ)−ν) for Im(τ) → 0+, uniformt m.h.t. Re(τ). En sådanspidsform er et spe
ielt eksempel på en modulform af vægt 2 og niveau N , - de�ni-tionen af en sådan er det samme som ovenstående bortset fra, at der kun forlanges
ν > 0 i betingelse (ii). En spidsform f har en Fourier-udvikling:

f(τ) =

∞
∑

n=1

an(f) · e2πinτ ,hvor an(f) er visse komplekse tal. Teorien for spidsformer er klassisk, og man kan 'let'(dvs. kun under brug af klassiske metoder, såsom kompleks analyse) vise eksempelvisfølgende: De�neres:
Λ(f, s) := N s/2(2π)−sΓ(s)

∞
∑

n=1

an(f) · n−s ,da konvergerer Λ(f, s) absolut for Re(s) > 2, har holomorf fortsættelse til hele s ∈ C,og tilfredsstiller her funktionalligningen:
(♯♯♯) Λ(f, s) = −Λ(f̂ , 2 − s) ,hvor f̂(τ) := N−1τ−2f

(

−1
Nτ

), som også er en spidsform af vægt 2 og niveau N .Den elliptiske kurve E siges at være modulær, hvis der �ndes en spidsform f afvægt 2 og niveau NE således, at an(E) = an(f), ∀n ∈ N. I så fald er øjensynligt
Λ(E, s) = Λ(f, s) for Re(s) > 2. Af (♯♯♯) følger da med lidt ekstra arbejde, hvor manviser, at der i dette tilfælde gælder f̂ = ±f :Sætning 1: Lad E være en modulær elliptisk kurve over Q. Da kan Λ(E, s) fort-sættes holomorft til hele s ∈ C, og tilfredsstiller her funtionalligningen:

Λ(E, s) = σ(E) · Λ(E, 2 − s) ,med et vist (af E afhængigt) fortegn σ(E) ∈ {±1}.Den berømte Taniyama-Shimura-formodning siger, at enhver elliptisk kurve over
Q er modulær. Sommange læsere måske vil vide, blev denne formodning bevist for enstor klasse af elliptiske kurver af Andrew Wiles i 1995. Ved en første konfrontationkan T.-S.-formodningen forekomme overordentligt mystisk: Tallene ap(E) har atgøre med antallet af løsninger modulo p til (∗∗); hvorfor i alverden skulle disse talhave noget med Fourierkoe�
ienterne af en periodisk holomorf funktion at gøre?Noget af mystikken forsvinder, hvis man ved, at en spidsform i virkeligheden eret betydeligt meget mere abstrakt (repræsentationsteoretisk, algebraisk-geometrisk)13



objekt. Intuitivt kunne man sige, at den holomorfe funktion f ovenfor blot er en af∞mange af det virkelige objekts inkarnationer (de øvrige står i 1-1 korrespondan
e medmængden af primtal). Vi vil hermed sige, at den 'rigtige' spidsform er et langt merestruktureret objekt, end de�nitionen ovenfor lader ane, og at T.-S.-formodningenfra denne højere synsvinkel ganske vist stadig fremstår som en dyb, men langt merenaturlig og mindre overraskende formodning.Angående T.-S.-formodningen er situationen i øjeblikket den, at man sandsynlig-vis kan forvente et bevis for formodningen uden indskrænkninger indenfor en over-skuelig fremtid (5-10 år). Eksempelvis ved man nu (Wiles, Taylor-Wiles, Diamond-Kramer): Antag, at polynomiet x3 + ax2 + bx + c i (∗∗) har 3 forskellige rationalerødder. Da er E modulær. Spe
ielt kunne vi heraf slutte følgende om vores spe
iellekurver Ed:Sætning 2: Kurven Ed er modulær.At bruge Wiles' store sætning til at bevise sætning 2 er i virkeligheden et massivtteoretisk overkill; grunden er, at kurverne Ed tilhører en spe
iel klasse af elliptiskekurver, hvis teori er simplere end i det generelle tilfælde (men ikke simpel): Kurverne
Ed er såkaldte CM-kurver (CM = 'Complex Multipli
ation'); det betyder groft sagt,at disse kurver har nogle ekstra, ex
eptionelle 'endomor�er': Et eksempel på, hvadder menes med dette, kan fås af følgende observation: Lad (x, y) være en løsning ikomplekse tal til (∗ ∗ ∗); da er også (−x, iy) en løsning. For CM-kurver - og altsåspe
ielt for kurverne Ed - kan modularitet bevises v.hj.a. mere klassiske teorier ialgebraisk talteori og algebraisk geometri (for kendere af de �nere dele af algebraisktalteori kan vi oplyse, at Λ(Ed, s) kan udtrykkes via en vis grössen-karakter på dettilhørende CM-legeme Q(i)).Lad nu fd betegne den spidsform af vægt 2 (og niveau NEd

), som opfylder
an(Ed) = an(fd), og hvis eksistens er sikret af sætning 2. Vi har altså: Λ(Ed, s) =
Λ(fd, s) for s ∈ C, og det giver mening at studere opførslen af Λ(Ed, s) i (en omegnaf) symmetripunktet s = 1 for s 7→ 2 − s. Dette fører os naturligt til næste afsnit.Bir
h- og Swinnerton-Dyer formodningen og Wald-spurgers sætningAntag, at kurven E er modulær. Vi kan da meningsfuldt tale om nulpunktsordenenaf den holomorfe funktion Λ(E, s) i punktet s = 1. Denne orden kaldes E's analytiskerang, og betegnes ran(E). Den svage form af Bir
h-Swinnerton-Dyer-formodningensiger:Formodning (Bir
h-Swinnerton-Dyer, svag form): r(E) = ran(E).Den stærke form af formodningen er den svage form + en præ
is angivelse afværdien Λ(r)(E, 1), r := ran(E) = r(E), udtrykt ved visse fundamentale analytiskeog algebraisk-aritmetiske invarianter knyttet til E. B.-Sw.-D.-formodningen er dennæste store udfordring i teorien for elliptiske kurver efter, at Taniyama-Shimura-formodningen nu er faldet mere eller mindre på plads. Hvilke grunde har vi nu tilat tro på B.-Sw.-D.-formodningen? Der kan nævnes 3 grunde, ordnet efter faldendevægt: 14



(1). Formodningen understøttes af et stort eksperimentelt datamateriale: Der �ndesalgoritmer til bestemmelse af ran(E), og selvom der ikke kendes nogen algoritme tilbestemmelse af r(E), der beviseligt fungerer i ethvert tilfælde, så kan r(E) alligevelbestemmes i mange tilfælde. Man kan således for mange kurver 
he
ke, om ran(E) =
r(E), hvilket er blevet gjort (endda er den stærke form af formodningen blevet testetfor mange kurver; i øvrigt kan det nævnes, at B.-Sw.-D.-formodningen faktisk opstodi slutningen af 1960'erne på grundlag af sådanne eksperimenter).(2). Følgende sætning ('big theorem'):Sætning 3 (V. Kolyvagin, 1990, se Grothendie
k Fests
hrift, vol. II): Lad E væreen modulær elliptisk kurve over Q og antag, at ran(E) ≤ 1. Da er ran(E) = r(E).(3). B.-Sw.-D.-formodningen er et lille hjørne af et gigantisk, men uhyre kohærentformodningsnetværk (Beilinson-formodningerne), der forbinder algebraisk-aritmetis-ke egenskaber ved bestemte typer af talteoretiske objekter (så kaldte 'motiver') medden analytiske opførsel af tilknyttede L-funktioner i spe
ielle punkter. Dette storeformodningssystem generaliserer diverse helt klassiske sætninger eksempelvis om Ri-emann's zeta-funktion, men har på den anden side også ikke-klassiske konsekvenser,der i nogle tilfælde (som ved B.-Sw.-D.) kan bekræftes i det mindste partielt. Somminimum kan man derfor sige, at dette formodningssystem er en god arbejdshypo-tese.Bemærk, at hvis vi kun interesserer os for nulpunktsordenen af Λ(E, s) i s =
1, da kan vi ligeså godt diskutere nulpunktsordenen af (den meromorfe funktion)
L(E, s) i dette punkt, eftersom Λ(E, s) kun adskiller sig fra L(E, s) ved faktoren
(2π/

√
NE)−sΓ(s). Af lemma 2 og sætning 3 kan vi da konkludere:Lemma 3: L(Ed, 1) 6= 0 ⇒ (d er ikke kongruenstal). Hvis B.-Sw.-D.-formodningengælder, kan denne implikation vendes om.Et bevis for Tunnell's sætning fås derfor, hvis man viser:

(♭) L(Ed, 1) 6= 0 ⇔ cd 6= 0 .Vi skitserer nu, hvordan man kan redu
ere beviset for (♭) til en endelig mængderegning (det skitserede argument er lidt anderledes og bedre generaliserbart endargumentet i Tunnell's artikel) : Vi interesserer os for værdierne L(Ed, 1) hørendetil familien af kurver (Ed)d ulige, kvadratfri; disse værdier er L(fd, 1), hvor
(fd)d ulige, kvadratfri er familien af til (Ed) hørende spidsformer. Den afgørendepointe er nu, at fd'erne alle fremgår af 'grundformen' f1 hørende til E1 ved en pro
es,der teknisk kaldes 'twist': Det præ
ise udsagn er, at der for Fourierkoe�
ienterne af
fd og f1 gælder følgende sammenhæng:

an(fd) =

(

d

n

)

an(f1) , hvis (n, 2d) = 1,hvor (

d
·

) er det sædvanlige Legendre-symbol, altså (eksempelvis) for primtal ℓ,
(d, ℓ) = 1: (

d
ℓ

)

= 1, hvis d er et kvadrat i Fℓ, og ellers = −1. For en familie afspidsformer, der fremgår af en grundform ved sådanne 'twists', gælder der - underbestemte tekniske forudsætninger, der er opfyldte i det foreliggende tilfælde - en dybog ret beset temmelig mystisk sætning af Waldspurger ('big theorem', se J. Math.15



pures et appl. 60 (1981), 375-484), som vi ikke formulerer i sin fulde generalitet menkun i sin spe
ialisering til den foreliggende familie (fd): Waldspurger's sætning sigerher, at værdierne L(fd, 1) kan udtrykkes ved L(f1, 1) og Fourierkoe�
ienterne i enspidsform af vægt 3/2 (se (♭♭♭) nedenfor for det præ
ise udsagn); men hvad er nuen spidsform af vægt 3/2? Man kan næsten gætte det af de�nitionerne i foregåendeafsnit: En spidsform af vægt 3/2 og niveau N er en holomorf funktion g på den øvrehalvplan {τ ∈ C | Im(τ) > 0} med:(i) ∃ν ∈]0, 3/2[: g(τ) = O(Im(τ)−ν) for Im(τ) → 0+, uniformt m.h.t. Re(τ); (ii)
g(τ) = χ(c, d)(cτ + d)−3/2g

(

aτ+b
cτ+d

) for alle a, b, c, d ∈ Z med N | c og ad − bc = 1,hvor der tages hovedværdien af kvadratroden, og hvor χ(c, d) er et vist fortegn
∈ {±1,±i}, hvis præ
ise afhængighed af c, d er irrelevant i denne sammenhæng. Ensådan funktion g har også en Fourierudvikling:
(♭♭) g(τ) =

∞
∑

n=1

bn(g) · e2πinτ .Det præ
ise udsagn fra Waldspurger's sætning spe
ialiseret til familien (fd) er:Der �ndes en spidsform g af vægt 3/2 og niveau 128 - lad os sige med Fourierudvikling
(♭♭) - således, at:
(♭♭♭) b1(g)2L(fd, 1)

√
d = bd(g)2L(f1, 1) ;formen g er ikke entydigt bestemt ved kravet (♭♭♭), men (♭♭♭) er opfyldt, hvis g forethvert ulige primtal p er egenform for en vis operator (kaldet en He
ke-operator)

Tp2 med tilhørende egenværdier ap(f1), hvor Tp2 er en lineær operator virkende pådet komplekse vektorrum S3/2(128) af spidsformer af vægt 3/2 og niveau 128. Nuer rummet S3/2(128) endelig-dimensionalt (faktisk er dim S3/2(128) = 3), og der�ndes algoritmer til konstruktion af en basis for dette rum, hvorved vi mener, atFourierkoe�
ienterne for en basis kan konstrueres op til en hvilken som helst græn-se, der ønskes. Videre kan virkningerne af operatorerne Tp2 angives ekspli
it somvirkninger på følgerne af Fourierkoe�
ienter for en basis. Af den nævnte endelig-dimensionalitet kan man trække den konsekvens, at det krav, der stilles til voresukendte form g ∈ S3/2(128) - altså at Tp2g = ap(f1)g for alle ulige primtal -, kan vi-ses eller afvises at være opfyldt for en given kandidat g ved for endeligt mange uligeprimtal p (i det foreliggende tilfælde rækker det at tage p ∈ {3, 5}) at teste, om Tp2giver den ønskede virkning på g's Fourierkoe�
ienter op til en vis ekspli
it angiveliggrænse. At �nde et g ∈ S3/2(128) således, at (♭♭♭) gælder, er således redu
eret til enendelig mængde lineær algebra. Man kan på denne måde veri�
ere, at vi har (♭♭♭),hvis g betegner følgende form:
(♮) g(τ) :=

∞
∑

x,y,z=−∞

(−1)z · e2πiτ ·(2x2+(4y+1)2+8z2) .At denne funktion virkelig er et element i S3/2(128), er i prin
ippet standard 19.århundredes-viden: Beviset kan føres ved klassisk Fourieranalyse (Poisson-summa-tion) analogt til beviset for den klassiske theta-transformationsformel:
θ

(

− 1

4τ

)

=

√

2τ

i
θ(τ) ,16



hvor θ(τ) :=
∑∞

n=−∞ e2πin2τ , for Im(τ) > 0.Vi kan nu let afslutte beviset for Tunnell's sætning: Tallet L(f1, 1) kan beregnesnumerisk; det er givet ved den uendelige række:
L(f1, 1) = 2 ·

∞
∑

n=1

an(f1)n
−1e−πn/

√
8 ,så man beregner, at L(f1, 1) = 0, 655514 . . . 6= 0. For vores form g givet ved (♮) haves

b1(g) = 1 6= 0. Da g tilfredsstiller (♭♭♭), fås således
L(Ed, 1) = L(fd, 1) 6= 0 ⇔ bd(g) 6= 0 ,så (♭) følger, hvis vi viser, at bd(g) = cd. Lad:

ud := #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 32z2 = d}
= #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 8z2 = d, z lige} ,

vd := #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 8z2 = d, z ulige} ;da er cd = ud − 1
2
· (ud + vd), altså 2cd = ud − vd. Men nu har vi også:

ud = #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 8z2 = d, z lige, y af form 4t + 1}
+ #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 8z2 = d, z lige, y af form 4t + 3}

= #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 8z2 = d, z lige, y af form 4t + 1}
+ #{(x,−y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 8z2 = d, z lige, y af form 4t + 1}

= 2 · #{(x, y, z) ∈ Z3 | 2x2 + y2 + 8z2 = d, z lige, y af form 4t + 1} ,og tilsvarende for vd, hvoraf sluttes ud − vd = 2bd(g).EksempelBetragt tallet 751 (primtal). Vi har, at 751 ≡ 7 (8), i.e. 751 giver rest 7 ved divisionmed 8. Hvis man bemærker, at kvadratet på et ulige, helt tal er ≡ 1 (8), ser manda, at ingen af ligningerne 2x2 + y2 + 32z2 = 751 og 2x2 + y2 + 8z2 = 751 haren løsning i hele tal x, y, z. Tallet c751 fra Tunnell's sætning er således = 0. Afbeviset for Tunnell's sætning følger derfor, at L(E751, 1) = 0 (alternativt kan dettevises på følgende måde: Der �ndes en algoritme til bestemmelse af fortegnet σ(E)fra sætning 1; benyttes denne, �nder man, at σ(E751) = −1; af sætning 1 følgerda L(E751, 1) = 0). Nu er det således, at man for en modulær elliptisk kurve Ev.hj.a. af tallene an(E) kan udtrykke tallet L′(E, 1) ved en hurtigt konvergerendeuendelig række. Jeg beslutter mig for et beregningsmæssigt overkill og forlanger1000 led af denne uendelige række hørende til E751 og hvert led beregnet med 100de
imalers nøjagtighed. Efter knapt 2 sek. regnetid oplyser min 
omputer mig, at
L′(E751, 1) = 10, 89225888 . . .. Den nævnte uendelige række konvergerer så hurtigt,at man heraf rigorøst kan slutte, at L′(E751, 1) 6= 0. Vi har følgelig ran(E751) = 1.Ifølge Kolyvagin's sætning (sætning 3 ovenfor) er da r(E751) = 1. Ifølge lemma 2 erderfor 751 et kongruenstal. På helt tilsvarende vis viser man, at 1063 (primtal) ogsåer et kongruenstal. 17



Øvelse 3: Vi beviste altså netop eksistensen af rationale tal α, β, γ med den egen-skab, at γ2 − β2 = β2 − α2 = 751. Men kan vi også faktisk angive et eksempel påsådanne rationale tal α, β, γ? Nu, man konstaterer, at:
(

99126392479

2323841520

)2

−
(

75963556321

2323841520

)2

=

(

75963556321

2323841520

)2

−
(

41411134879

2323841520

)2

= 751.Øvelsen består i at tænke over, hvorledes man �nder sådan en løsning. Eventuellelæsere, der let �nder denne eller en anden løsning, og som derfor ikke forstår ek-semplets og øvelsens pointe, kan i stedet betragte tilfældet d = 1063. (Se eventueltkommende algebraseminar).
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Grupper med lutter normale undergrupperAsger GrunnetIndledningDa jeg i sin tid læste 3AL (efter Christian U. Jensens noter fra 1993) stødte jeg påfølgende bemærkning:�Quaterniongruppen har en bemærkelsesværdig egenskab. Den er ikkeabelsk, men samtlige undergrupper er normale.�Som bekendt er alle undergrupper i en abelsk gruppe normale, men det omvendtegælder altså ikke. Nu har jeg altid været nysgerrig, så jeg kunne ikke lade være medat spekulere over hvilke andre grupper der har denne egenskab. Det viser sig at der,i en vis forstand, faktisk ikke �ndes andre end quaterniongruppen. Hvad der rentfaktisk gælder, vil jeg vente lidt med at afsløre. (De der ikke kan vente, kan springedirekte til sætning 3 og få afklaret spørgsmålet med det samme.)Jeg vil kalde en endelig gruppe G pseudoabelsk, hvis G ikke er abelsk, men alleundergrupper i G er normale. Det er mit mål i det følgende at bestemme alle pseu-doabelske grupper. (Bemærk at jeg her har begrænset mig til endelige grupper.)Lidt notationLad mig starte med at minde om lidt gruppeteoretisk notation. Hvis G er en gruppeog x, y ∈ G er [x, y] := xyx−1y−1. Læg især mærke til at der gælder:
[x, y] = 1 ⇐⇒ xy = yxaltså at x og y kommuterer netop hvis [x, y] = 1.Hvis x1, . . . , xn er elementer i G, er 〈x1, . . . , xn〉 undergruppen frembragt af

x1, . . . , xn, det vil sige den mindste undergruppe i G, der indeholder x1, . . . , xn.For x ∈ G er |x| (ordenen af x) givet ved:
|x| := min{k ∈ N|xk = 1}.Husk at der for n ∈ N gælder xn = 1 netop hvis n er delelig med |x|.Quaterniongruppen Q8 (ikke at forveksle med en vis tankstation!) kan nu be-skrives som gruppen 〈x, y〉, hvor x og y er elementer som opfylder: |x| = |y| = 4,

x2 = y2 og xy = y−1x.
G's 
entrum Z(G) er de�neret ved:

Z(G) := {x ∈ G|∀y ∈ G : xy = yx}.19



Et element x ∈ G kaldes 
entralt, hvis x ∈ Z(G).En gruppe hvis orden er en potens af primtallet p, kaldes en p-gruppe. Hvis
|G| = pa1

1 · · · par
r , hvor p1, . . . , pr er forskellige primtal, �ndes for hvert i = 1, . . . , ren undergruppe Pi i G med |Pi| = pai

i . Sådanne undergrupper kaldes Sylowgrupper.Endelig bør jeg for god ordens skyld minde om hvad en nilpotent gruppe er, selvom jeg egentlig ikke får brug for det: En gruppe G kaldes nilpotent, hvis der �ndesnormale undergrupper G1, . . . , Gn i G, så
1 = G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn = Gog Gi+1/Gi ⊆ Z(G/Gi) for i = 1, . . . , n − 1.Der �ndes utallige måder at karakterisere nilpotente grupper på. Tillad mig at nævnefølgende velkendte karakterisering uden bevis:Sætning 1. Lad G være en endelig gruppe. Følgende betingelser er da ækvivalente:(1) G er nilpotent.(2) Alle Sylowgrupper i G er normale.(3) G er isomorf med det direkte produkt af G's Sylowgrupper.Pseudoabelske grupperDet er klart, at en pseudoabelsk gruppe G automatisk opfylder (2) i sætning 1. Af(3) får man derfor at G har formen

G ∼= P1 × · · · × Pn,hvor P1, . . . , Pn er de forskellige Sylowgrupper i G. Det er desuden klart at en un-dergruppe i G vil være enten abelsk eller pseudoabelsk, spe
ielt gælder dette forSylowgrupperne. Iøvrigt må mindst én af Sylowgrupperne være pseudoabelsk, da
G ellers ville være abelsk. Dette redu
erer analysen af pseudoabelske grupper til atbetragte pseudoabelske p-grupper for primtal p. Før jeg går igang med at betragtepseudoabelske p-grupper, vil jeg nævne nogle lemmaer:Lemma 1. Lad A og B være normale undergrupper af en gruppe G, med A∩B = 1.Hvis a ∈ A og b ∈ B er ab = ba.Bevis: Da A og B er normale, er ba−1b−1 ∈ A og aba−1 ∈ B, og dermed er

[a, b] = a(ba−1b−1) = (aba−1)b−1 ∈ A ∩ B = 1.Lemma 2. Hvis G er pseudoabelsk og elementet z ∈ G har orden 2, da er z ∈ Z(G).Bevis: Antag at z ∈ G har orden 2, og lad x ∈ G være vilkårlig. Da G erpseudoabelsk er undergruppen 〈z〉 = {1, z} normal, spe
ielt er xzx−1 ∈ {1, z}. Da
xzx−1 6= 1 (ellers ville z = 1 i modstrid med |z| = 2), må xzx−1 = z, det vil sige
xz = zx. Altså vil z tilhøre Z(G).Det følgende tekniske lemma er snarere talteoretisk end gruppeteoretisk:20



Lemma 3. Lad p være et primtal. Lad k, q, r, s ∈ N og antag at k ≡ 1 (mod pr), at
ps er den største p-potens, der går op i q, samt at ps > 2. Så er

q−1
∑

i=0

ki ≡ q (mod pr+1).Bevis: Da k ≡ 1 (mod pr) �ndes a ∈ N0 så k = 1 + apr. Nu er:
q−1
∑

i=0

ki =

q−1
∑

i=0

(1 + apr)i =

q−1
∑

i=0

i
∑

j=0

(

i

j

)

(apr)j

≡
q−1
∑

i=0

(1 + iapr) (mod pr+1)

= q + apr

q−1
∑

i=0

i

= q + apr q(q − 1)

2
.Da ps > 2, vil q(q−1)

2
være delelig med p, og dermed må q+apr q(q−1)

2
≡ q (mod pr+1),hvilket viser det ønskede.Hvis p er et primtal og x og y er gruppeelementer der frembringer en pseudoabelsk

p-gruppe vil jeg kalde x, y for et p-par. Bemærk at xy 6= yx (idet gruppen 〈x, y〉 ellersville være abelsk). Bemærk også at enhver pseudoabelsk gruppe vil indeholde et p-par for et primtal p (idet man blot vælger to ikke-kommuterende elementer i enpseudoabelsk Sylowgruppe). Her er et par lemmaer, der viser hvordan p-par opførersig:Lemma 4. Lad x, y være et p-par. Da �ndes k ∈ N, k delelig med p, så [x, y] = yk.Bevis: Da 〈x〉 og 〈y〉 er normale undergrupper i 〈x, y〉, vil
[x, y] = x(yx−1y−1) = (xyx−1)y−1 ∈ 〈x〉 ∩ 〈y〉 ⊆ 〈y〉,spe
ielt er [x, y] = yk for et k ∈ N. Hvis k ikke var delelig med p, ville 〈yk〉 = 〈y〉 ogdermed ville y ∈ 〈yk〉 ⊆ 〈x〉 ∩ 〈y〉 ⊆ 〈x〉, spe
ielt skulle y kommutere med x, hvilketer en modstrid.Ligningen [x, y] = yk i lemma 4 kan omskrives til xyx−1 = yk+1, og det ses let(f.eks. ved induktion efter q) at x og y også opfylder:

xyqx−1 = yq(k+1) og at xqyx−q = y(k+1)q

,for alle q ∈ N.Lemma 5. Lad x, y være et p-par. Da gælder: [xp, y] = 1 ⇐⇒ [x, yp] = 1.Bevis: Af symmetri-grunde er det nok at vise den ene implikation. Antag at
[x, yp] = 1. Ifølge lemma 4 er

1 = [x, yp] = xypx−1y−p = yp(k+1)y−p = ypk,21



for et tal k som er deleligt med p. For at dette kan lade sig gøre må |y| gå op i pk.Nu er
[xp, y] = xpyx−py−1 = y(k+1)p

y−1 = y(k+1)p−1.Der gælder:
(k + 1)p − 1 =

p
∑

i=1

(

p

i

)

ki ≡
(

p

1

)

k = pk ≡ 0 (mod |y|),idet det benyttes at ki er delelig med |y|, når i > 1. Heraf ses det at [xp, y] = 1.Som alle der har beskæftiget sig med gruppeteori ved, udgør primtallet 2 megetofte et spe
ialtilfælde. (Tænk for eksempel på sætningen: Enhver gruppe af uligeorden er opløselig!) Som det ses af den følgende sætning, gælder dette også her.Bemærk iøvrigt at spe
ialtilfældet her kommer fra spe
ialtilfældet ps = 2 i dettalteoretiske lemma (lemma 3).Sætning 2. Lad p være et primtal, og antag at x, y er et p-par. Da er p = 2 og
〈x, y〉 ∼= Q8.Bevis: Vælg q ∈ N0 maksimal så [xpq

, y] 6= 1 og sæt x̃ = xpq . Nu er x̃, y et p-parog [x̃p, y] = 1.Vælg m, n ∈ N minimale, så x̃pm

, ypn ∈ 〈x̃〉 ∩ 〈y〉. Der må nødvendigvis gælde at
〈x̃pm〉 = 〈ypn〉 = 〈x̃〉 ∩ 〈y〉 = 〈x〉 ∩ 〈y〉.(Overvej.) Spe
ielt �ndes et tal c ∈ N, som ikke er deleligt med p, så x̃pm

= ycpn.Det kan antages at c = 1 idet man blot erstatter y med yc (det er klart at y og ycfrembringer de samme grupper), således at x̃pm

= ypn.Sæt ỹ = x̃−p|m−n|
y. Det er klart at 〈x̃, ỹ〉 = 〈x̃, y〉.Påstand: m = n. Antag nemlig at m > n (tilfældet m < n udelukkes tilsvarende).Da [x̃p, y] = 1 er også [x̃−pm−n

, y] = 1. Derfor er
ỹpn

= (x̃−pm−n

y)pn

= x̃−pm

ypn

= y−pn

ypn

= 1.Antag at z ∈ 〈x̃〉 ∩ 〈ỹ〉. Så �ndes a, b ∈ N, så
z = x̃a = ỹb = (x̃−pm−n

y)b = x̃−bpm−n

yb.Heraf ses det at yb = x̃a+bpm−n ∈ 〈x̃〉 ∩ 〈y〉, hvorfor der må gælde at pn går op i
b. Altså må z = ỹb = 1. Dette viser at 〈x̃〉 ∩ 〈ỹ〉 = 1, og af lemma 1 sluttes at x̃og ỹ kommuterer, men så må gruppen 〈x̃, y〉 = 〈x̃, ỹ〉 jo være abelsk, hvilket er enmodstrid. Dermed må m = n (og ỹ = x̃−1y).Ifølge lemma 4 anvendt på p-parret x̃, y �ndes k ∈ N, så x̃yx̃−1 = yk, hvor k − 1 erdelelig med p. Lad pr være den største p-potens, der går op i k − 1. Da [x̃p, y] = 1,er ifølge lemma 5 også [x̃, yp] = 1 og derfor er yp = x̃ypx̃−1 = ypk. Dette medfører at
p ≡ pk (mod |y|), altså at p(k − 1) er delelig med |y|. Da k − 1 ikke er delelig med
|y| (i så fald ville x̃ jo kommutere med y), må |y| = pr+1.Påstand: pm = 2. Antag at pm > 2. Ifølge lemma 3 (med q = pm og s = m) er så

pm−1
∑

i=0

ki ≡ pm (mod |y|).22



Heraf ses det at
ỹpm

= (x̃−1y)pm

= x̃−pm

y1+k+k2+···+kpm−1

= y−pm

ypm

= 1,idet ligningen yx̃−1 = x̃−1yk benyttes til at � �ytte y'erne mod højre� .Ethvert element i gruppen H := 〈x̃, y〉 = 〈x̃, ỹ〉 kan skrives på formen x̃ayb (idet
y'erne kan ��yttes mod højre� som ovenfor). Da 〈ỹpm〉 = 〈x̃〉 ∩ 〈y〉, må H indeholdepræ
is |x̃| pm elementer. Eftersom ethvert element i H ligeledes kan skrives på formen
x̃aỹb, hvor 0 ≤ a < |x̃| og 0 ≤ b < |ỹ| ≤ pm, må 〈x̃〉 ∩ 〈ỹ〉 = 1, idet der ellers ikkeville kunne forekomme |x̃| pm forskellige elementer. Ifølge lemma 1 må x̃ og ỹ nukommutere, hvilket er en modstrid. Altså er pm = 2.Vi konkluderer nu at p = 2 og m = n = 1, spe
ielt at 〈x̃2〉 = 〈y2〉 = 〈x̃〉∩〈y〉 = 〈x〉∩
〈y〉. Da sætningens antagelse er symmetrisk i x og y, må ligeledes 〈x2〉 = 〈x〉 ∩ 〈y〉.(Altså må faktisk x = x̃ og x2 = y2.)Det kan antages at k = 2r + 1, idet k − 1 er delelig med 2r, men ikke med 2r+1, og
k kun er de�neret modulo |y| = 2r+1.Påstand: |x| = |y| = 4. Sæt z = y2r−1−1x, så er

z2 = y2r−1−1xy2r−1−1x = y(2r−1−1)(1+k)x2 = y(2r−1−1)(2+2r)+2 = y22r−1

.Hvis r ≥ 2 er 2r− 1 ≥ r + 1 og dermed er z2 = 1. I så fald er z 
entral ifølge lemma2, spe
ielt vil y kommutere med z og dermed med x, hvilket er en modstrid. Detteviser at r = 1, altså at |y| = 2r+1 = 4. Tilsvarende må også |x| = 4.Ialt er det vist at |x| = |y| = 4, at x2 = y2, samt at xy = ykx = y3x = y−1x, altsåat 〈x, y〉 ∼= Q8.Ved hjælp af sætningen er det nu endelig muligt at bestemme samtlige pseudo-abelske grupper:Korollar 1. Hvis G er en pseudoabelsk gruppe, da er: G ∼= Q8 × (C2)
n × A, hvor

C2 er den 
ykliske gruppe af orden 2, n er et ikke-negativt heltal og A er en abelskgruppe af ulige orden.Bevis: Lad G være pseudoabelsk. Ifølge sætning 1 er G ∼= P1 × P2 × · · · × Pr,hvor P1, . . . , Pr er Sylowgrupperne i G. Disse er alle abelske eller pseudoabelske ogmindst én er pseudoabelsk. Ifølge sætning 2 er det kun 2-Sylowgruppen, der kanvære pseudoabelsk. Antag at S := P1 er 2-Sylowgruppen, og sæt A = P2 × · · · ×Pr.Så er G ∼= S × A, og A er en abelsk gruppe af ulige orden.Lad x, y være et 2-par i S. Ifølge sætning 2 er 〈x, y〉 ∼= Q8, det vil sige |x| = |y| = 4,
x2 = y2 og xyx−1 = y3. Lad z ∈ S være vilkårligt.Påstand: z = gz̃, hvor g ∈ 〈x, y〉 og |z̃| ≤ 2. Der deles op i �re tilfælde: z kan kom-mutere med x eller ikke, og z kan kommutere med y eller ikke. Hvis f.eks. z kom-muterer med y men ikke med x, vil x, z være et 2-par. Ifølge sætning 2 er så |z| = 4,
z2 = x2 = y2 og xzx−1 = z3. Nu er

x(yz)x−1 = (xyx−1)(xzx−1) = y3z3 = yz,dvs. x kommuterer med yz. Bemærk at y kommuterer med yz netop hvis y kom-muterer med z. I dette tilfælde sættes g = y−1 og z̃ = yz. De øvrige tilfælde er23



tilsvarende. Dette viser at ethvert z ∈ S kan skrives som et produkt z = gz̃, hvor gtilhører 〈x, y〉 og z̃ kommuterer med både x og y.Antag nu at z̃ ∈ S kommuterer med både x og y samt at |z̃| > 2. Det kan antages at
|z̃| = 4, idet z̃ ellers erstattes med en passende potens af z̃. Betragt undergruppen
H := 〈yz̃〉. Da S er pseudoabelsk, er H normal. Spe
ielt må

y3z̃ = xyx−1z̃ = x(yz̃)x−1 ∈ H = {1, yz̃, y2z̃2, y3z̃3}.Det ses let at dette giver en modstrid i hvert af de �re tilfælde, f.eks. vil y3z̃ = 1medføre at y = z̃, hvilket er en modstrid, da x kommuterer med z̃ men ikke med y.Vi konkluderer at ethvert element i S er på formen gz̃, hvor g ∈ 〈x, y〉 og z̃ harorden højst 2 (og er 
entralt ifølge lemma 2). Dette kan kun lade sig gøre, hvis
S ∼= 〈x, y〉 × (C2)

n for et tal n ∈ N0 (overvej), hvilket viser det ønskede.Jeg burde nu strengt taget vise at alle grupperne i korollaret er pseudoabelske,men det vil jeg overlade til læseren. Jeg vil slutte af med at bemærke (uden bevis),at der gælder noget tilsvarende for vilkårlige (altså også uendelige) grupper, nemligfølgende:Sætning 3. Lad G være en ikke-abelsk gruppe hvori enhver undergruppe er normal.Da er G ∼= Q8 × A, hvor A er en abelsk gruppe, og ethvert element a ∈ A opfylderat |a| < ∞ og at |a| ikke er delelig med 4.
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