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|I1���-G�� �4�%Q�'�=� � �&( '�=-B!<����!P1F�-<!<1"-"Q �$1FQ4-"�� $ � ��9��� ��Q � �  &.CE��-G�%Q4-"!"=-3�6'��-�q�� ��-��
�,��-J�%Q4-"!"=-"�  Z �B�4�.�0-"!Pa � (�'�\+�Q���9B) 5bl<�-< � '%(&�$� =- �4�&(�'� +0CE) �����41J(&�4CE��-"�;+01F(���� !F+0-"-F+0��a

9�=�;=�R1I���4q{^B�v+{lJ�%�y�4q\?4� i -"-F+0� 9������$1"=1I'%(&�RCE��-<�9 �O(%'0+�� � -<�),+����&=� � ��9[Q � �4�-<'%(�!"�-<� 
Z �V�RQ -"!<�-"�4�(*�,/.!P1F
!"=�;=!<1F=-B'%(���!<1�� Z +0-F+01G1"(&�*+01B�����R���� =1"� Z � (&9D1F(��*+01GCE5���9�[),+0� !
����&=-.) ��4� �!3�%Q4-"!"Q4!��

(O=1<1F
+�-<-F+�� 9������$1G!"�0�-X( CE��-"� /.�49����!"S+0C 21G(&�4CE��-"�;+01F(���� !"��5%�  � )$'���-B���;-���� ���2a
� =-JCE��-��v+b1F��;+01"(&� � r =! Z �- s*t41Fu=��
) ���&�4�-*=1J(��4CE��-<�v+01"(&���4!"��5��  ��� )R'0+��
�RQ4'0/.-"=� � 
�,+�gh)4��&��-Pac!P1FQ �4�-"=� � 
!"�b+��*!P1F(&���&3� Z � ��-G� ����$#�!<1"Q � (&=!<1"-"Q �$1FQ4-�� ��(�'��-G(&�4�4CE5�-<1��

(O�-B�����;���-.� Z !"�&+�9V� Z ��� ���9�9�
+�-<-F+��49������$1F=-��
HSQ -"!<Q !"Q � � Q � � 21v�;+�� �b+�� �0�����;���9 ) 5�-"v��� !<�-D!����&=� �!DQ � $E� ��9 ���� � 21

CE��- � =) ���&��+b1 _�P_�Z � 1"(&� ! Z Q � �$1F21O�4=1"1"��-X!"�R-"2'�21O(��%�0�=-GQ � �0���;��=1'&2j
� 7K+b1F��;+01"(&�;��� @ '�=� r =! Z �-O78(&gh),+0�� 785����&=-
� 7K+b1F��;+01"(&�;� i s '�����d) -"(�!<1"( +�� � � r =� !"=�
� 7K+b1F��;+01"(&�;���3| '���KkO+��4!��}���!"�4�- r +���� � !"=�
� 7K+b1F��;+01"(&�;��N i '�=� r =� !Bk3Q 9�9��-
� 7K+b1F��;+01"(&��?��
| '�=���G#�u=!F+�-<� NB�!<1
� 7K+b1F��;+01"(&��? i N '�=� kB�� -<(&� _ gh) �&(�gh)R1"�R-"Q ���
� 7K+b1F��;+01"(&��?$k i '�=� k3+�� !Pa �Jl<5�-<� �,�\L��$#
� i �&9��� -F+�=� !Bk3(�!<1F��-"(&zq{^ ��� aFq��$^ � '��� r �! Z =-3s*Q41"u�=�
� � �$1F-<���4Q �$1F(&����1"(&���R-P# Z 1F��9�-"+���'��� r 5�-<���d5�-"�&(�� 9 Y �&!<!"���
� HS� +0!"!"(�!"�v+��&9��� -F+z'��� r 5�-"� �d5�-<�&(&�49 Y �&!"!<���
� � �4'0+��&9�1"����� =-D(G+��,+�� #%!"�'�=���d) -<(&!P1F( +0� k3�(��$1Fu $ � ��!<1Pac� �%g�) ��! r +��!�}) (��&( Z
_ ���&�6'�cl�&

� � �4CE��-"�;+01F(���� !<1"���-<( '����� �&�����(&� 9 @ � Z !"5%
� i �&9��� -F+�(�!"�8�&��9�(���'��� 78+�("��=) -"�0�$E9$/.!<1" Z -<��CE�!<!"��-
-" Z -F/.!<��$1F=-"21 Z ���;5%� =1
'����� �&�����(&� 9 @ � Z !"5% &

� HB��� � (��,+01F��-"(&�V�����CE-"=� � -"(�� 9�=� � [CEQ � �$1"(&��� =-.'�=�#�SQ � �,+�- �,��-<!<1
� �d���$'���R!"( 1F=1B'�=��� =1F=-Ok3+�-"-<���$�=!
� HOa 1"���-<( CE��-%�%&\ac+��&9� � -"+��-d'���KN3(&=�&! r +��0���8s +0Q !<1"!"��
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� �&-<(&� @ ��- � =��� Q gh) ) ��� 1Fu

�[(:�,� � =!<'0/.-"-<3(�� 9���V��5�!"� (�� 9�=-m1F(��4!"(�� !<1"X�%Q4�;���-<!}� Z 9$+\'�=- � !<���'����A'%(,Q �4�&�6'�=� X��
Z -"/.�;(���,|}-B� =1XCE��-<� (*� Z 9$+\'��-"�4�'0+�-.CE��-X!<'0/.-< � � ����� � ��=� ���(&9� � ����&�-G=-X� �-��,+�-<
(&�49��� � � �-X� /.!<�-	��
�����{n

�[( Z -<5{'��-�(&9�=� � ��9 Q � ���6'��-8+�� 1F!�� =� Z -"/.�;(� 1F(&�O� �� � =!<1F �&5�!"� (�� 9 +0Cz�4=1"1"
�RQ ���;=-"!G� Z 9�+6'��� (O=� � �CE5��&9�=-.=Co1"�-X����-<1"C +b1"1F=� *� =!<'0+�-<��&!<�-B+0C � �9$+����&0�

� � 	��������G	����J���=�� 

(O=� � K� Z 9$+\'�8�-VCE-F+ i -<1")RQ -v|}� 9���&!�!#"�$&%('*),+ -.$/'103254&67-98:",;&8<)=6>2*),? � �0+ Z (�1"�� � � � Z a
9$+\'��?$��� � �.
@�����*� �&2'�� =��CE��-<� Q ���-"21G!��0�&��4�!�j

|I1D!P1F��CE!P1c#��R�0����� +0-"\+0�
1
) +�-�C ��21 Z ��!P#�21

5
� + Z Z �- � )$'��-D���� +�-<\+��

!P1F5�-<-"D��4� =�&���-O��(&9
1/2

� �[(�! � +01S� =- �,� � =!�1"��� + Z4Z =-O���� C /.�&���![+0-"\+0�
!P1F5�-<-"��� ������&=-.�&(�9

1/5
�-�}-F/.g�(�!BA=-B���U� 5%�4'�=� � (&901X� Z 9$+\'�=���

Y[Z 9$+\'�=� �b+�� �&5�!<�!�'�=� � -"Q49~+0C Z -"(�� g�( Z Z =1���� (�� �R�&Q !<(&��� ��9 ��R!"�R��Q !"(���� $+� � |�& �
N3Q4�;���-CA�-*� + Z Z =-"� 

1, . . . , 5
�6sJ+��

A(i1, . . . , in)
��=1"�9��4 �4=1JC /.�&���!J+�-<\+��$+bC4�&+ Z Z �-"�4

i1, . . . , in
� � � �4CE5�-X!P1F5�-<-"���!"=-"� 

S1 = A(1) + A(2) + · · ·+ A(2)
(

5

1

) ����
,

S2 = A(1, 2) + A(1, 3) + · · ·+ A(4, 5)
(

5

2

) ����
,

S3 = A(1, 2, 3) + A(1, 2, 4) + · · ·+ A(3, 4, 5)
(

5

3

) ����
,

S4 = A(1, 2, 3, 4) + A(1, 2, 3, 5) + · · ·+ A(2, 3, 4, 5)
(

5

4

) ����
,

S5 = A(1, 2, 3, 4, 5)
(

5

5

) ����
.

� � | 9�(�'�=-d!�� � +b1.� 21G!F+����&=� 3+�-"�+�� � /.�%�0=13+0C*�&+ Z Z �- �-d��(&9
S1 −S2 + S3 − S4 + S5

�
(O21"1F
�-X+0��1F!��D) 5bl<!<1

1
� !��

1 ≥ S1 − S2 + S3 − S4 + S5.
$
∗
&

�d-<Q 9��-G'%( � � | Z ��+�-"�+��&21G�6'�=-"� + Z Z 213+0Cm�&+ Z Z �-<� 
2, . . . , 5

������ + Z �RQ �����-SqSC ��!

A(1) ≥ A(1, 2) + A(1, 3) + · · ·+ A(1, 5)
(

4

1

) �&=�

− A(1, 2, 3) − A(1, 2, 4) − · · · − A(1, 4, 5)
(

4

2

) �&=�

+ A(1, 2, 3, 4) + A(1, 2, 3, 5) + · · ·+ A(1, 3, 4, 5)
(

4

3

) �&=�

− A(1, 2, 3, 4, 5).
(

4

4

) �&=�

^



@ +�9��-G'%(*!"Q4�;�����+0C � ��4� ���9��4�1"(&��!<'0+�-"=� � SQ ��(&9�)4�� =-dCE��-G� 
+�� �4-"�� + Z4Z =-.C ��!

S1 ≥ 2S2 − 3S3 + 4S4 − 5S5

$
∗∗
&

@ +�9��-G'%(*�RQK�D9$+0� 9� $
∗
&G��9��&/.9�9�=-*$

∗∗
& 1"(&� C �0!

3 + S1 ≥ 3S1 − S2 + S4 − 2S5.

(O���4���� 1F
� + Z4Z =-G),+�-X+�-<\+�����(&�4� !<1
1

2

� )$'���-F+0C
S1 ≥

5

2

� � +�� 1.C ��-.'%(*Q ��(&9�) =� ��

S2 ≥ 2 + S4 − 2S5.

i CJ�4 �,� ( 1F(���� �� Z �
S4

� !"=!G+01
S4 ≥ 5S5

� ! Z �g=(&=��1dC �0- '%(
S4 ≥ 2S5

� !��
S2 ≥ 2

� (O=� � 
Q ��(&9�) =��Q �41"-<#%�R��=-B�4=1F� Z � =1G5�� !"�0��  � �,+

S2

�-.!<Q ���;=��+0C � 
10

C /.�&���!.�6'�=-"�&+ Z +0C
2
� + Z Z =-��,N���-

S2 ≥ 2
� � �D��(&� �4!<1G21O+bCm�6'�=-"�&+ Z Z �� S'0/.-"
!<1"5�-"-<
=� �

1

5

�
N3=� �� !P1'��=� � ��,9�Q - '�(�!"=- � +b1GQ �&(�9�) =� ���=-%� =� !<1.� Q �&(�9 � (O���!<�0+0� CE��-"=!<1"(&�&��X� + Z a

Z �-"�4S�&5�Co1"=1dCE-"+ ) (&� +�� � =� � !<=1GCE-F+ !<(&� =��� H�+����;+�� � � � �������-<[!<#%���;21F-"(�!"������&�-
Z �V+�� �4��K�����  Z /.� �-<�-< Z -"/.!"��$1F+01F(����K+bCm213!����,+��$1B��R!<�� Z =�on

1:

2:

3:

4:

5:

� � �(��	� ������ �����

(O=� � 
� Z 9$+\'��=-XCE-"+D� �� �BQ4!"!"(�!"�0 Y ��#%� Z ( +0�  q6`�` � �4�[(*!<�R-"='�j
�O(&! � +b13�4�-XCE��-X=1F)$'��-<1 Z ��!"(�1"(�'R1X) =��1h+0�

a1 > 1
� � � �!3���'����R!<�� � �CE5��&9�

+0C Z ��!<(�1"(�'�X) =��1F+��
a1, a2, a3, . . .

� !������� =!.+01
a2

1 + · · ·+a2
k

=- � =�&=�&(&901��;=�
a1 + · · ·+ ak

CE��-X+��&��
k ∈ N

�
�d=�v/.-<� � +01m'%(��0+0� !<1F+�-<1" � � +

a1 | a2
1

� i �$1h+�9 � '%(�),+0-mCEQ � � 21
a1, . . . , an

� !<���A� Z Co#%�&� =-
��=1F(�� 9�=�&!"=���d�O(S!"�b+�� �,� �4

an+1

� !��
An+1 = a1 + · · · + an+1

9 ��-�� Z (
Bn+1 =

a2
1+· · ·+a2

n+1

�6�[(%�b+��z!<�R-"(�'�
Bn+1 = Bn+(an+1−An)(an+1+An)+A2

n

� _ /d1
an+1 =

Bn + A2
n − An

� kB�-"+0CIC ��!
An+1 = Bn + A2

n

� )R'���-F+bC
Bn+1 = (an+1 − An + 1)An+1

�
([+

A2
n > An

� C ��-.'%(
an+1 > Bn ≥ a2

n > an

�

	 �X� ��
�� � �� �� �

sJ+��
sn = 2+3+ · · ·+pn

'0/.-"X� =1
n � 1"X+0CE!"�4(�1}( Z -"(&��1h+���!"-F/.�R�0������O(&! � +01}� =-��;=�&�&=�

sn

��9
sn+1

+���1"(&� �,�4� �!X=1B�$'0+�� -"+01"1F+�� �

�
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(O	� �!<1"D) �- Z ��!<1"�� 21��-[� ��� ����0�� �41�����K�  !F/.��'�+0� �&(�9� Z ��!"( 1F(���� !<1F+��&!P#%!<1F=�;=- �
( !"/.-"� =�&=!") =���4=1%� (��,/.-" � � 21G� =g�(&�;+���3��9z� =1G)42L4+�� =g�(&�;+����� $ _ (�� !<1"�,/d'%�R1" � Q -<� 
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