En lille note om multiplikative radonmal
Stefan Holm

Vi lader X betegne et kompakt hausdorff-rum, hvorpa vi har et radon-sand-
synlighedsmal' ;1 med den ekstra egenskab at [ fgdu = [ fdu [ gdu for alle
f,g € C(X) (vi siger at p er multiplikativt). Hermed er kravet om at u er et
sandsynlighedsmal, sekvivalent med at u(X) # 0  idet vi har p(X) = [1%dp =
(f du)? = (u(X))2

Operatoralgebraikere vil med det samme genkende situationen og postulere
at pu ma veere et dirac-mal, altsa at p er koncentreret i ét eneste punkt, da
gelfandspektret af C'(X) netop er evalueringsafbildningerne.

For ikke-operatoralgebraikere fglger hér et simpelt lille bevis, der kun kraver
elementaer topologi og malteori. Vi starter med at definere en sarlig maengde

Denne mangde er oplagt aben som forening af abne maengder.

Pastand 1. Der gelder u(O) = 0, hvormed O altsi er en maksimal dben nul-
meaengde.

Bevis. Da p er et radonmal, er det nok at vise at u(K) = 0 for alle kompakte
K C O. Men da K C O, er den altsa overdaekket af alle de abne nulmangder

denne overdaekning kan, da K er kompakt, udtyndes til en endelig overdakning.
Altsa K C Uy U ---UU,, hvormed p(K) < pu(Uy) + ... 0(U,) = 0. O

Pastand 2. X \ O = {«} for et passende x € X.

Bevis. Vi antager at der findes to forskellige punkter, z og y, i X \ O. Da X er
hausdorff, kan vi finde abne disjunkte maengder, U, og U,, sa x € U, og y € U,.
Der ma gaelde p(U,) > 0, for ellers ville U, C O, og pa samme made ;(U,) > 0. Da
wer et radonmal, kan malene af U, og U, approksimeres ved kompakte maengder,
sa vi kan finde kompakte K, C U, og K, C U,, sa pu(K,) > 0 og pu(K,) > 0.
Denne lille gvelse har altsa resulteret i to disjunkte, kompakte maengder med
positive mal.

Kompakte hausdorff-rum er seerligt normale, sa vi kan finde en kontinuert
afbildning f : X — [0,1], sa f|x, = 0 og f|k, = 1. Dette ma naturligvis ogsa

Vi husker at radonmal er borel-mal der er endelige pd kompakte mangder og opfylder
w(D) = sup{p(K)|K C D, K kompakt} for enhver malelig meengde D.
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gelde for f", nar n € N. Vi bemaerker at vi dermed for alle n € N har 0 <
w(Ky) < [ frdp = ([ fdu)", hvor sidste lighedstegn folger af at p var antaget
multiplikativt. Men vi har ogsi [ fdu < 1 — u(K,) < 1, sa ([ fdu)™ — 0, nar
n — oo, hvilket er en modstrid. ]

Tilsammen giver de to pastande nu at sandsynlighedsmassen er koncentreret
i punktet x, altsa at p = ¢, som gnsket.
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