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Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953), tysk matematiker og maengdeteoretiker.
Forfattede fgrste udkast til det aksiomsystem, der idag opfattes som matematikkens
formelle grundlag. Opdagede desuden Russells paradoks et par &r fgr Russell.
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Velkommen

I skrivende stund er det december. Det er mgrkt ude. Og koldt. Varm kakave er
den superhelt der maske vil bringe os sikkert og trygt ind i det nye ar og forbi
den forestaende glaedens fest: eksamen.

FAM@S vil i naerveerende nummer forsgge at veere den varme kakaves Robin.

Siden nr. 3, 16. argang har artikelserien betitlet “ Hvad forsker jeg i?” — hvor
en udvalgt VIP’er har lettet laget for hvad denne forsker, og har forsket, i — vaeret
en del af FAM@S. Denne gang giver lektor Ryszard Nest sit bidrag til serien med
en artikel om Den ikke-kommutative verden. 1 forleengelse brigner vi af samme
forfatter en artikel der adverterer for SNF-centret for ikke-kommutativ geometri.

Undfanget i forrige nummer blev en artikelserie med emnet Kvindelige ma-
tematikere. Serien fortsaztter i dette nummer med en artikel omhandlende den —
selv sagt kvindelige — italienske matematiker Maria Gaetana Agnesi (1718 - 1799)
der blandt andet er kendt for kurven Witch of Agnesi.

Kenneth Valbjgrn Rasmussen, som bliver kandidat d. 10. december, har som
sin formidlingsaktivitet beriget os med en artikel om ligefordelte folger i den
k-dimensionale enhedskasse [0, 1]*.

Mr. Skipper forteeller om perfekte grafer og den svage perfekte graf scetning.
Og Martin “Damskur” Damhus har begaet en fin Kryds & Tveers.

Ud over dette giver vi besvarelser pa opgaverne fra sidste gang, afslgrer vin-
deren og praemien, samt bringer nye opgaver.

Velkommen til FAM@S nr. 2, 18. argang.



Opgavebesvarelser

Taus Brock-Nannestad

Lgsning til sidste nummers puzzles

De to puzzles i sidste nummer af FAM@S blev lgst og afleveret af Anders Borg
Gaarde (’00) & Helle Bjerg Petersen ('03) & Niels Woo-Sang Kjeersgaard ('00),
Caroline Jgrgensen (aktuar 2002), Esben Bistrup Halvorsen ('97) og Rasmus Ko-
efoed Jakobsen ('03).

Ved hjelp af en tilfeeldighedsgenerator i form af en norsk enkrone blev Esben
udvalgt som vinder af den fantastiske preemie. Praemien vil fremover besta af en
Mystisk Flaske med et ikke forudangivet indhold. Denne gang er flasken blevet
identificeret som vaerende en flaske Sambuca.

En egentlig gennemgang af hvordan man lgser de to puzzles vil vi ikke be-
skeeftige os med her. Vi vil blot angive de to lgsninger. Fgrst opsummerer vi kort
de regler som lgsningerne skal overholde:

1. Felter der indeholder et tal ma ikke skraveres.

2. Tallene angiver antallet af sammenhangende uskraverede felter. Hvert us-
kraveret areal indeholder netop ét tal.

3. De skraverede felter udggr ét sammenhangende areal.

4. Der ma ikke forekomme 2 x 2 kvadrater af skraverede felter.




Praemieopgave

Taus Brock-Nannestad

Formalet med denne type puzzle er, at skrive tallene 1,...,6 i felterne saledes at
fglgende betingelser er opfyldt:

1. Et tal ma ikke optraede to eller flere gange i den samme sgjle eller rackke.
(De der har fulgt MatXX vil genkende dette som veerende definitionen pa
et latinsk kvadrat. Hvis man har haft gruppeteori kan man forestille sig en
gruppetavle).

2. Tallene ude pa sidelinierne angiver hvor mange tal man kan “se” i den
pageldende rakke eller sgjle nar man kigger ind i kvadratet fra tallet pa
sidelinien. Bemaerk at man i den hgjre sgjle kigger mod venstre, og ligeledes
i den nederste raekke kigger opad.

En god metafor er, at hvert tal inde i kvadratet representerer hgjden pa et hgjhus
der star i det pagazldende felt. Tallene uden for kvadratet angiver sa hvor mange
hgjhuse man kan se hvis man kigger ind mod byen.

Som et eksempel pa hvad der menes med at kunne “se” tal kan vi betragte
raekken “3 1246 5.

Hvis vi star til venstre for denne rackke kan vi se tre forskellige tal: 3, 4 og 6.
Tallene 1, 2 og 5 bliver overskygget af 3 og 6, og vi kan derfor ikke “se” dem.

Hvis vi derimod star til hgjre for raekken og kigger mod venstre kan vi kun se
to tal: 5 og 6. Resten af tallene i reekken bliver overskygget af 6-tallet.
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En ny forstielse af rum
Ryszard Nest

SNF'-centret for ikke-kommutativ geometri er blevet dannet for at videreudvik-
le de ngdvendige matematiske verktgjer til anvendelse af de nyeste koncepter i
rumgeometri. Vort mal er at forbedre forstielsen af den fysiske virkelighed ved
at fremkomme med midler til at forklare tilsyneladende selvmodsigelser i dens
beskrivelse.

Disse to billeder har faktisk noget til faelles - men hvad?

Svaret pa dette spgrgsmal gives gennem matematik. Matematik er meget mere
end blot at laegge tal sammen eller finde punkter pa en cirkel. Det er og har altid
vaeret et meget vigtigt veerktej, som alle videnskabsfolk bruger til at analysere
strukturer, der ikke kan observeres direkte. Men i takt med at vor forstaelse af
verden omkring os vokser, vokser kravene til de veerktgjer vi bruger - og dermed
til matematikken.

Et af de nyeste veerktgjer kaldes ikke-kommutativ geometri. For at forsta hvad
det handler om, ma vi betragte billederne herover igen. Hvis man omhyggeligt
fglger linjen pa baderingen til venstre vil man se at den aldrig rerer et punkt
pa overfladen mere end en gang. Med andre ord ser det kun ud som om linjen
kommer tilbage til sit udgangspunkt. Ser man pa mgnstret ved siden af, ser det
ved forste gjekast ud som om det gentager sig selv. Forst ved narmere eftersyn
kan man finde sma forskelle. Igen ser det ud som om der er symmetri, men i
virkeligheden er der ingen sadan.

!Statens Naturvidenskabelige Forskningsrad



Billederne herover er computergenererede og kunne derfor med nogen rime-
lighed opfattes som blot et leg uden noget formal. Men billedet ved siden af
teksten her er et virkeligt sakaldt "diffraktionsmgnster", som kan opnas ved at
sende lys gennem et krystallinsk materiale som salt. Havde man vist det til en
kemiker for 25 ar siden, ville han ikke have troet, at det var agte. Pa det tids-
punkt havde man en forstaelse af, at naturen kun producerer et begranset antal
af 100 % symmetriske mgnstre. Men i takt med at kemikere udviklede nye og
mere komplekse materialer, opdagedes "abnorme mgnstre". Sadanne mgnstre er
igen naesten symmetriske, men dannet ud fra naturligt forekommende materialer
sasom sofistikerede metallegeringer. Faktisk er det krystallignende billede herover
en repraesentation af en menneskeskabt legering, der frembringer diffraktionsmgn-
stret her.

— '-\I
- . - = -
- Bont - o .
- S ..'-.‘ N -
". .ll' & W " .
i Tk
- f.'l 0 i _...-l_ 5 i)
A |y g
£ a s .
= Lo, | M _poral [ =

Det er af stor betydning for videnskabsfolk at kunne forsta og forklare sadanne
nasten-symmetrier saledes at man kan arbejde videre med dem. Det viser sig
dog, at det kraever en ny made at taenke pa rum at tilfredsstillende forklare
disse faenomener. Problemet er at pa mikroskopisk niveau bliver vort traditionelle
afstandsbegreb utilstrackkeligt. For eksempel er det i en vis forstand ikke muligt
at pa samme tid bestemme bade lengde og hgjde af en lille kasse.

En matematiker beskriver denne situation ved at sige, at rumkoordinaterne af
leengde og hgjde ikke kommuterer. Selv ideen om et punkt som en meget veldefi-
neret prik pa en overflade ma forkastes. I stedet arbejdes med "fuzzy points", hvis
to koordinater ikke kan angives samtidig. Som en konsekvens heraf kan selv me-
get simple rum, som videnskabsfolk traditionelt har behandlet som enkeltstaende
punkter, have flere forskellige geometriske strukturer.



Dette har en lang rakke uventede konsekvenser. For eksempel vil en ikke-
kommutativ rumstruktur sendre forstaelsen af tid. Tid har ellers altid vaeret op-
fattet som uathaengig af rum, men "fuzzy"ikke-kommutative strukturer kraever,
at tid opfattes som skabt af rum. Dette kan illustreres naermere ud fra den sidste
figur, der fremstiller et roterende sort hul - en af de mange som mand kan finde
pa nettet. Astronomerne forteeller os, at taet ved et sadant uhyrligt objekt be-
vaeger tiden sig anderledes end i det saedvanlige rum pa grund af hullets enorme
masse, - der findes ingen mulighed for at undgar at falde ind i "hullet". I den
ikke-kommutative verden optraeder samme effekt direkte som folge af den interne
struktur af tids-rum, uden at koncentration af massen behgver at spille nogen rol-
le heri. Denne egenskab raekker langt i forhold til at forklare visse selvmodsigelser
i moderne fysik.

Ikke-kommutativ geometri er en relativt nyudviklet disciplin, som for omtrent
20 ar siden skabtes ud fra et gnske om at finslibe visse modeller for faenomener
pa atomart niveau, som de naesten-symmetriske diffraktionsmgnstre herover. Da
fysikere og kemikere begyndte at traenge dybere ind i naturen, syntes deres resul-
tater at veere mere og mere selvmodsigende, nar de behandledes med de klassiske
matematiske metoder. Men naturen modsiger jo ikke sig selv, sa dette betyder,
at disse gamle veerktgjer er utilstraekkelige og at bedre metoder, sa som ikke-
kommutativ geometri, ma udvikles.

Ikke-kommutativ geometri kreever en mere holistisk og universel tilgang til
matematik. Matematikere fra forskellige og traditionelt adskilte fagomrader ma
arbejde sammen for at kunne dakke de forskellige aspekter knyttet til de ovenfor
beskrevne tilsyneladende selvmodsigelser. Samtidigt naermer matematik sig ogsa
moderne fysik og kompletteres med en mere eksperimentel tilgang.

SNF-centret i ikke-kommutativ geometri er blevet dannet af en gruppe forske-
re ved Kgbenhavns Universitets Matematiske Afdeling for at sikre aktiv dansk
medvirken i udviklingen af dette unge og spaendende forskningsfelt, og for at
skabe et optimalt miljg for den naeste generation af unge danske matematikere.

Mere information pa http://www.math.ku.dk/ncgcenter/



Side 9-saetningen: The probability that
your vote will make a difference

Pawel Bartoszek

Have you ever wondered when voting on an election day, what the chances are
that your vote actually makes a difference? Well, there’s an answer, and it involves
!

Let’s assume for the sake of simplicity that the number of voters participating
in the election is an odd number n = 2k + 1. The voters can choose between two
options, for example “YES” and “NO”.

Let us assume further that they vote independently of one another and that
they all vote for each of the options with an equal propability.

Your vote will then count exactly when the vote of the other 2k participants
are split. The propability of that is
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Now, for large k-s we can use Stirling’s formula n! ~ n"e™"v/27n to approxi-
mate the factorials:
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That means that in elections with n participants the chances that your vote
will be the deciding one are

2
(n—1)m
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7 sure shows up in the strangest places!



Maria Gaetana Agnesi

Sanne Hansen

I sidste nummer af FAM@S var der
en artikel om Sofia Kovalevskaya. Det
var historien om en kvinde, der matte
keempe hardt for at fa lov til at stu-
dere matematik. Hun fik ikke meget
stgtte fra familien og hun blev ngdt til
at indga et arrangeret agteskab for at
fa mulighed for at fglge undervisningen
ved et universitet. Men selv da mgdte
hun modstand, da universiteterne ng-
digt ville lade en kvinde studere mate-
matik og endnu mindre fa en grad. Men
heldigvis opgav Sofia Kovalevskaya ik-
ke sa let og det lykkedes hende faktisk
at opna bade en grad og en stilling ved
et universitet, dog med store personlige
omkostninger.

Helt anderledes er historien om Ma-
ria Gaetana Agnesi. Hun behgvede ik-
ke at keempe mod familien for at fa lov
til at studere matematik, hun blev op-
fordret til det af sin far. Hun behgve-
de heller ikke at sgge fortvivlet efter en
stilling, hun fik en, men tog aldrig rigtig
imod den. Maria Gaetana Agnesi var sa
heldig at blive fgdt ind i en velhaven-
de familie, der ansa det for at vaere en
helt almindelig ting, at kvinder kunne
studere naturvidenskab og tale om det
pa lige fod med mand. Hun var ogsa
sa heldig, at hun blev fgdt pa en tid,
hvor der, isar i Italien, var begyndt at
ske en @&endring mod det at acceptere
at kvinder kunne bega sig i den akade-
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miske verden, og hvor mand begyndte
at beundre intellektuelle kvinder. Det
var dog stadig sa langt fra normalt at
en kvinde kunne og gjorde sig bemaer-
ket indenfor matematikken, Maria Ga-
etana Agnesi var undtagelsen, der be-
kreeftede reglen. For selvom der var ved
at ske en aendring i holdningen, sa var
det normale stadigvaek at kvinder ikke
skulle laere andet end hvad der skulle
til for at fore en husholdning.

Barndom og ungdom

Maria Gaetana Agnesi blev fgdt d. 16
maj 1718 i Italien. Hun var det aeld-
ste barn af Pietro Agnesi, der havde 21
bgrn og tre koner. Pietro Agnesi var en
velhavende kgbmand fra Milano. Maria
Gaetana Agnesi blev af faderen opmun-
tret til at studere forskellige videnska-
ber, han gav hende allerede som me-
get ung en masse forskellige og ganske
fortrinlige tutorer, der kunne undervise
hende i mangt og meget. Derfor hav-
de hun ingen problemer med at fa lov
til at studere, hun blev tveertimod op-
muntret til det. Hun udviste ret tidligt
stort talent og kunne allerede som 11-
arig tale syv sprog flydende, heriblandt
latin, graesk og hebraisk. Som teenager
var hun i stand til at diskutere emner,
sasom mekanik, logik, zoologi og mine-
ralogi pa et meget hgjt niveau.



[ 1738 publicerede hun Propositio-
nes Philosophicae, som var en rakke
essays om filosofi og naturvidenskab.
Herefter blev der i hendes hjem pa hen-
des fars forslag arrangeret en raekke af-
tener, hvor der kom forskellige gaester,
som Maria Gaetana Agnesi skulle de-
battere med om sine essays. Reelt set
en form for disputatsforsvar. Om det
var for at prale med sin datter at Pie-
tro Agnesi lod disse aftener finde sted
eller om det var for sin datters skyld er
ikke til at vide med sikkerhed. Til gen-
gaeld er det ret sikkert at Maria Gaeta-
na Agnesi ikke brgd sig seerligt meget
om det. Tkke sa meget fordi det var en
form for udstilling af hende, men me-
re fordi hun mente at for hver person,
der fandt en lille del af samtalen inter-
essant ville langt storstedelen af resten
af selskabet finde den umadelig kede-
lig, da det var et meget specifikt emne,
der ville blive debatteret. Det bgr nok
bemaerkes, at selvom det virker ret us-
mageligt at udstille sin datter pa den
made, var det dengang relativt almin-
deligt i de bedre kredse. At Maria Ga-
etana Agnesi gik med til disse aftener,
selvom hun egentlig var lidt imod dem,
er blot et udtryk for at hun til hver en
tid ville fgje sin fader i hans gnsker.

Religionen

Maria Gaetana Agnesi kom fra en ka-
tolsk familie, og var selv meget religigs.
Hun overvejede at blive nonne, da hun
var omkring de 20 ar. Men da hun bad
om sin faders tilladelse til at ga i klo-
ster, lykkedes det ham at overtale hen-
de til at lade veere. Hun stillede dog den
betingelse, at hun fik lov at ga i kirke,
nar hun ville, og at hun fik lov at leve
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simpelt. Herefter koncentrerede hun sig
primaert om sine studier af religigse bg-
ger og om at leere matematik. Det var
ogsa omkring dette tidspunkt at hun
skrev en kommentar til de L’Hopitals
Traité analytique des section coniques,
men den blev aldrig publiceret.

Maria Gaetana Agnesi fik fremover
ikke lzengere undervisning af tutorer,
hun var naet til et niveau, hvor kun
fa ville kunne laere hende noget nyt og
de fa der var havde professorater ved
de forskellige universiteter og var derfor
ikke interesseret i at undervise en ita-
liensk kgbmandsdatter i hendes hjem.
At hun kunne rejse ud for at modta-
ge undervisning ved et universitet, lod
ikke til at veere en mulighed hverken
hende eller hendes far overvejede. Sa
Maria Gaetana Agnesi var i hgj grad
overladt til sig selv, nar det kom til at
udvide sit kendskab til matematikken.
Der var dog en munk ved navn Ramiro
Rampinelli, der kom i Maria Gaetana
Agnesi’s hjem ved adskillige anlednin-
ger. Han havde tidligere veere professor
bade i Rom og Bologna, og han hjalp
Maria Gaetana Agnesi med bl.a. at stu-
dere Reyneau’s Analyse démontrée. Sa
selvom hun ikke modtog nogen univer-
sitetsundervisning var hun ikke over-
ladt helt til sig selv, hun fik rad og vej-
ledning om matematikken fra Ramiro
Rampinelli.

Bogen

Maria Gaetana Agnesi vigtigste bidrag
til matematikken var hendes meget be-
rgmte bog Instituzioni analitiche ad u-
so della gioventu italiana (Fundamen-
tal analyse til brug for den italienske
ungdom). En leerebog om blandt andet



algebra og differential- og integralreg-
ning. Det var Maria Gaetana Agnesi’s
gnske at bogen skulle komme den ita-
lienske ungdom til gode, sa de fik en
leerebog fyldt med eksempler pa deres
modersmal. Der er sikkert flere grun-
de til at Maria Gaetana Agnesi valgte
at skrive denne bog, men hun er nok
i hgj grad blevet opmuntret til det af
Ramiro Rampinelli. Hun omtalte ham
med stor anerkendelse i sit forord til
bogen og gav ham en del af @eren for
at hun havde veeret i stand til at til-
egne sig matematikken, der gjorde det
muligt for hende at skrive en sa pae-
dagogisk velskrevet bog. Bogen i sig
selv indeholdt ikke nogle nye teorier,
men til gengaeld en masse virkelig go-
de og gennemarbejdede eksempler. Det
var Maria Gaetana Agnesi’s formal, at
den skulle vaere skrevet sa det overord-
nede fremstod klart og simpelt uden
dog at miste dybden, og det lykkedes
for hende. Bogen var skrevet i et meget
letlaeseligt sprog, endda var den skrevet
sa godt at en komité i Det franske aka-
demi fik den oversat til fransk i 1749,
med den begrundelse at der ikke var
nogen anden bog, der sa hurtigt ville
sette laeseren i stand til at traenge sa
dybt ned i de fundamentale begreber
af analysen. Laerebogen blev ogsa sene-
re oversat til engelsk.

At det var muligt for en kvinde som
Maria Gaetana Agnesi at fa udgivet en
bog, er i sig selv ret usaedvanligt. Men
det var nok heller ikke gaet, hvis det
ikke havde veeret for hendes far. Hun
havde nemlig pga. hans penge mulig-
hed for at arrangere en privat udgivel-
se af bogen. Fgr hun gik i gang med at
fa trykt bogen, ville hun dog gerne hg-
re andre matematikeres mening om sin
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bog, og hun blev af Ramiro Rampinelli
foreslaet at skrive til Riccati, der hav-
de veeret en af hans egne larere. Det
gjorde hun, og Riccati svarede hurtigt
tilbage pa hendes brev og lovede, sam-
men med sine to sgnner, at laese hen-
des udkast til bogen igennem. Da Maria
Gaetana Agnesi modtog kommentarer
til den forste del af bogen lod hun den,
efter de ngdvendige forbedringer, ga i
trykken og det fgrste bind af hendes
store veerk Instituzioni analitiche ad u-
so della gioventu italiana blev udgivet
i 1748. Samtidig hermed korresponde-
rede hun stadig med Riccati om anden
del af bogen og den blev udgivet det
efterfolgende ar. Bogen blev meget rost
for den orden, klarhed og praecision der
i hgj grad praegede den.

Stillingen

Selv Pave Benedict XIV skrev til Ma-
ria Gaetana Agnesi og roste hende for
arbejdet med bogen. Det var ogsa ham,
der kort efter udpegede hende til et
professorat ved Universitetet i Bolog-
na. Maria Gaetana Agnesi modtog dog
aldrig positionen. Hun hverken afslog
eller accepterede stillingen og hendes
navn stod i universitetets optegnelser
i 45 ar, men hun tog aldrig til Bolog-
na. Hun hengav sig kort efter udgivel-
sen af bogen til et tilbagetrukket og re-
ligigst liv. Hun talte dog stadig om vi-
denskabelige emner, nar hendes far bad
hende om at deltage i samtalerne, men
hun sggte ikke leengere at laere eller for-
midle mere matematik. Da hendes far
dodede i1 1752, opgav hun ogsa disse
samtaler helt og hun koncentrerede sig
om omfattende godggrende og huma-
nitaert arbejde, samt religigse studier.



Hun brugte alle sine penge til at star-
te et fattighjem, Pio Instituto Trivulzo,
primeert for gamle og syge kvinder, som
hun blev bestyrer af. Det var ogsa her
hun selv dgdede d. 9. januar 1799, i to-
tal fattigdom, da hun havde brugt alle
sine penge pa at forbedre livet for de
fattige.

Witch of Agnesi

Maria Gaetana Agnesi’s bog indeholdt
som navnt en lang raekke eksempler,
der blev brugt til at illustrere teorierne.
Blandt andet indeholdt bogen en dis-
kussion af kurven der nu bliver beteg-

net som Witch of Agnesi, kurven kan
med cartesiske koordinater skrives som
3 .- .

Y = o= 0g blev originalt beskrevet af
Fermat. Grunden til at den blev dgbt
Witch of Agnesi skal nok findes i at den
blev kaldt ved det italienske ord versie-
ra, der kom fra det latinske ord vertere,
der betyder at dreje. Men ordet versiera
var ogsa en forkortelse af det italienske
ord avversiera, der kan oversattes med
djeevlens kone. Sa da den blev oversat
til engelsk gik det galt for oversatte-
ren og versiera blev til det engelske ord
witch og kurven kom til at blive kendt
under navnet Witch of Agnesi.

Litteraturliste

Victor J. Katz: A History of Mathematics, Addison-Wesley 1998
http:/ /www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Agnesi.html
http://www.agnesscott.edu/Iriddle/women /agnesi.htm



Perfekte grafer

Skipper Dinesen

“Den staerke perfekte graf saetning”, kort betegnet STPGS, blev fremfgrt som
en formodning af den franske matematiker Claude Berge i 1961 som en konse-
kvens af grafteoretikeres interesse i at farvelaegge grafer. Pastanden levede som
en formodning indtil 2002 hvor den blev bevist af tre af grafteoriens kanoner,
Neil Robertson, Robin Thomas og Paul Seymour samt sidstnavntes elev, Maria
Chudnovsky. Det tog altsa over 40 ar at bevise pastanden og beviset er da ogsa
meget langt (over 150 sider) og uhyre kompliceret. Vi vil i denne note end ikke
narme os et bevis for setningen. (Interesserede lasere kan finde et bevis i [4].)
I stedet skal vi se nogle eksempler pa perfekte grafer og undervejs komme ind pa
“den svage perfekte graf saetning”, SVPGS, der i blev fremfgrt som formodning af
Claude Berge sammen med formodningen om den steerke satning. 10 ar efter var
denne formodning blevet til en seetning, beviset udarbejdet af ungareren Laszlo
Lovész i 1971. Beviset er uhyre elegant og bygger pa, at en graf er perfekt hvis
og kun hvis et bestemt konvekst polytop har heltallige hjorner. Heller ikke dette
bevis vil vi vise her, men for interesserede kan det laeses i f.eks. [10]. Det kraever
lidt matematisk “modenhed”, men kan ellers laeses af de fleste, der har beskaeftiget
sig med konveksitets- og grafteori.

Amerikaneren Delbert Ray Fulkerson havde i en arrackke forsggt at vise den svage
perfekt graf setning. Han var ganske tat pa malet, skulle det vise sig, da han i
1971 fejlagtigt kom til den konklusion, at formodningen var forkert. Han begynd-
te herefter at lede efter modeksempler, men kort efter modtog han beskeden om
Lovész bevis og faerdiggjorde herefter hurtigt sit eget bevis. Fulkerson havde et
ustabilt sind og begik selvmord fa ar senere, men han naede dog at anerkendte
Lovarsz som “sejrherre”, som kvitterede ved at kreditere Fulkerson for en stor
andel i det endelige bevis.

Som neevnt vil vi ikke bevise hverken SVPGS eller STPGS. Men vi vil naturligvis
opskrive begge s@tninger og gennem nogle illustrative eksempler bevise (sadan
da!) at fire simple klasser af grafer er perfekte. Men forst skal vi lige forteelle lidt
om hvad grafer er for noget.

Grundlseggende grafteoretiske begreber

En graf er et matematisk objekt bestaende af knuder og kanter. Knuderne er
elementer i en endelig maengde, som regel betegnet V', og kanterne angiver at der
er en relation mellem visse par af elementer (altsa knuder) i V. Knuder betegnes i
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regelen v og kanter betegnes e. Mangden af kanter betegnes E og ved et element
e € E forstas en to-punktmengde fra V', e = {vy,v2},v1,v2 € V, i korthed blot
skrevet e = vyvy. Vi siger at v; og vy er forbundet af kanten e = vyvy. Samlet
skrives G = (V, E) for en graf G med knudemzngde V' og kantmangde F.

En vej i en graf G = (V, E) er en folge vy, e1,v1,...,0,_16,, v, af knuder v; og
forskellige kanter e; = v;_,v; fra henholdsvis V' og E. En vej hvor vy = v,, kaldes
en kreds hvis n > 3. En chorde 1 en kreds er en kant som ikke er indeholdt i
kredsen, men hvis endepunkter er (se figur 4).

Figur 1: En vej og en kreds.

Visse grafer har specielle kendetegn og strukturer, der giver dem deres egne navne
og betegnelser. I den komplette graf betegnet K, er |V| = n, og alle n knuder er
indbyrdes forbundet. En graf der blot er en vej pa m kanter (og m + 1 knuder)
betegnes P,, og en graf hvor knuder og kanter praecis udggr en kreds pa m kanter
betegnes C,,.

Grafteori er en anvendelsesorienteret disciplin. Til lgsning af praktiske formal
kan knudemaengden f.eks. veere en samling af trafikknudepunkter som jernba-
nestationer eller broer. Men det kan ogsa veere andre ting, f.eks. fabrikker og
afsetningsmarkeder. I dette tilfaelde har vi typisk en orienteret graf - men det
vil vi ikke komme videre ind pa her.

Perfekte grafer

En knudefarvning af en graf er farveleegning af hver knude i knudemaengden V'
saledes, at hvis to knuder er forbundet af en kant, sa skal de tildeles forskellige
farver. Det mindste antal farver der skal bruges til sadan en farvning af en graf
G kaldes det knudekromatiske tal og betegnes x(G).

Ligeledes er en kantfarvning en farvelaegning af kanterne, hvor kanter opbundet til
samme knude tildeles forskellige farver. Det mindste antal farver, der skal bruges
til en kantfarvning af en graf G kaldes det kantkromatiske tal og betegnes x.(G).
Ved en klike i G forstar vi en delmangde K C V af parvis forbunde knuder.
Antallet af knuder i den storste klike kaldes kliketallet for G og betegnes w(G).
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Sa)

K, Cy

Figur 2: Tre grafer.

Da samtlige knuder i en klike K er forbundne, skal vi altsa til en farvning af K
bruge mindst | K| farver. Vi ser derfor middelbart, at x(G) > w(G) for enhver
graf G.

En induceret delgraf H opstar fra G = (V, E) ved at man fjerner et antal (evt.
0) knuder fra V' og samtlige kanter opbundet til disse knuder.

W

Figur 3: En graf og en induceret delgraf. En knude star nu isoleret og
grafen er ikke laengere sammenhengende.

Vi har nu terminologi til at kunne definere perfekte grafer.

Definition 1. En perfekt graf er en graf hvor

X(H) = w(H) (1)
for enhver induceret delgraf H af G.

G er altsa perfekt hvis x(G) = w(G) og denne ulighed holder ligemeget hvor
mange og hvilke knuder man fjerner, saleenge de resterende blot bibeholder deres
tilknyttede kanter.

STPGS som vi opskriver i et senere afsnit giver en komplet klassifikation af per-
fekte grafer. Indtil da vil vi se pa en anvendelse og nogle eksempler.
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r=rod
b=bla b
g=gul r b b 9 r
s=sat r
h=hvid

b g g r b b b

C

5 G Ss P,

Figur 4: Graferne K3 = C3,C5, S5 (med en chorde markeret med stiplet)
og P53 med stgrste kliker markeret med fed og knudefarvninger indskrevet
ved knuderne. Cj er tydeligvis selv en klike, spcielt af stgrrelse 3. Altsa er
X(C3) = w(C3) = 3. C3 er tydeligvis perfekt. Da x(C5) = 3 > 2 = w(C5)
er C5 ikke perfekt. S5 er heller ikke perfekt da x(S5) = 3 > 2 = w(S5).
Det er nemt at se at enhver vej er perfekt, her Ps.

Svage perfekt graf setning og eksempler pa perfekte grafer

En graf G = (V| F) kaldes todelt hvis knudemangden V' kan opsplittes i to
disjunkte maengder, V7 og V5, pa en sadan made at hver kant i E forbinder en
knude i V4 med en knude i V3, altsa E C {vv'|v € Vi,0v" € V5}. Det ses, at en graf
G er todelt hvis og kun hvis x(G) = 2. Det er klart at x(H) < x(G) for enhver
induceret delgraf H af G. Specielt er x(H) < 2 hvis G er en todelt graf. Todelte
grafer er altsa et simpelt eksempel pa en hel klasse af perfekte grafer.

4
G L(G)

Figur 5: En todelt graf og dens kantgraf. Nummerering af kanter i GG
modsvarer nummerering af knuder i L(G).

Med afseet i todelte grafer kan vi hurtigt konstruere flere klasser af perfekte grafer.
Kantgrafen, L(G), for en graf G = (V| E') er grafen med knudemangde E og hvor
e, € € E er forbundne knuder i L(G) hvis de deler et endepunkt i G. Med symboler

17



er L(G) = (E,{ec/ | e, € E;ene # @}).

Det har leenge veeret kendt, at kantgrafen L(G) for en todelt graf G er perfekt. For
at indse dette, skal vi checke, at x(H') = w(H') for enhver induceret delgraf H' af
L(G). Men enhver induceret delgraf H' af L(G) er kantgraf for en passende delgraf
G’ af G, sa da G’ naturligvis er todelt, er det nok at vise at x(L(G)) = w(L(G)).
Forst er det klart, at hvis G = (V, E) er en (todelt) graf med kantgraf L(G) =
(V',E'), sa er

Xe(G) = X (L(G)). (2)
Parantesen ovenfor antyder, at (2) holder for en hvilken som helst graf G.
r=red ) 9
b=bla
g=gul
b g
r
G L(G)

Figur 6: x.(G) = x(L(G)).

[ en graf G = (V, E) betegner knudevalensen, degq(v), antallet af kanter, der har
v som endepunkt. Den maksimale knudevalens af knuder i V' betegnes A(G). Se
tegningen nedenfor.

Der er en konstrueret 1-1 forbindelse mellem de kanter i E, der deler et endepunkt
v € V, og de inbyrdes forbundne knuder i V'(= E): Da en kreds i en todelt
graf altid indeholder mindst fire kanter, er enhver klike K i L(G) pa formen
K = {vi,vi,,...,v;, } hvor v;,v;,,...,v;,, betragtet som kanter i E, har eet
feelles endepunkt fra V. Med andre ord, et sat af kanter fra £/ deler et endepunkt,
v € V, netop hvis de er indbyrdes forbunde knuder i V’. De indbyrdes forbundne
knuder i V' er netop klikerne i L(G), sa vi slutter at

w(L(G)) = AG) (3)

for enhver todelt graf G. For en vilkarlig graf G kan der derimod haende, at
A(G) < w(L(@)). Ifplge en klassisk grafteoretisk saetning (af Konig) er

Xe(G) = A(G), (4)

for enhver todelt graf G. Beviset for denne pastand kan findes i enhver laerebog
om grafteori og kombinatorik, f.eks. |3]. Bemaerk at x.(K3) = 3 > 2 = A(Kj).
Sammenholdt er

X(L(G)) = xe(G) = A(G) = w(L(G)), (5)
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4
G L(G) K;

Figur 7: Til venstre: En todelt graf, hvor kanter opbundet til en knude
med maksimal knudevalens er markeret med fed. I midten: Den tilhgrende
kantgraf. Kliken svarende til kanterne 2,4,5 er markeret. Det er en maksi-
mal klike i L(G). Til hgjre: L(K3) = K3 og (3) geelder derfor ikke for Kj:
w(K3) =3>2=A(Kj3).

hvorfor kantgrafen for en todelt graf er perfekt.

r=rgd G
b=bla
g=gul

Figur 8: A(G) = x.(G) nar G er todelt.

Komplementaergrafen G° til en graf G = (V, E) har knudemangde V', men to
knuder er forbundet af en kant i G° netop nar de ikke er forbundne i G. Ved at
etablere en rackke identiteter svarende til (2), (3) og (4) far man vist, at hvis G
er en todelt graf med kantgraf L(G), s er komplementzergraferne G¢ og L(G)*
ogsa perfekte. De afggrende argumenter er dog en smule svaerere end vi sa dem
ovenfor. Vi vil ikke ggre mere ud af dét - resultatet er alligevel indeholdt i SVPGS
som vi opskriver her:

Seetning 1 (Den svage perfekte graf satning). En graf er perfekt hvis og kun
hvis dens komplement er perfekt.
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Den staerke perfekte graf ssetning

Den staerke perfekte graf ssetning giver en komplet klassifikation af perfekte grafer.
Pa den naeste halve side giver vi “en halv klassifikation” - den anden halvdel fylder
over 150 sider.

En chordefri kreds af leengde storre end 3 kaldes et hul og komplementet til et
hul kaldes et antihul. Cs og Ss fra figur 4 er eksempler pa et hul henholdsvis et
antihul. Hvis vi (lidt kritisabelt) siger, at i et hul er hver knude v knyttet til to
naboer, sa er er v, opfattet som knude i et antihul, knyttet til alle andre knuder
end sine to naboer.

Vi sa at Cy ikke er en perfekt graf. Indtegner vi derimod den stiplede chorde
fremkommer tydeligvis en perfekt graf. Mere generelt ser vi, at hvis G er et ulige
hul, dvs. af ulige leengde, er

X(G) =3>2=w(G), (6)

hvilket betyder, at hvis G er et hul, sa er G ikke perfekt. Nar GG er et ulige antihul
pa 2k + 1 > 3 knuder har vi

NG =k+1>Fk=w(G) (7)

og en perfekt graf indeholder derfor ikke huller og antihuller af ulige lzengde som
inducerede delgrafer. Vi har altsa nemt en forudsaetning for at en graf G er perfekt:
Hvis G er perfekt har ethvert hul og ethvert antihul i G lige lzengde. Vi slutter
dette afsnit med den steerke perfekte graf seetning, der siger at implikationen
ogsa geelder den anden vej, altsa at en graf uden ulige huller og ulige antihuller
er perfekt.

Seetning 2 (Den staerke perfekte graf seetning). En graf G er perfekt hvis og kun
hvis G ikke indeholder et ulige hul og ikke indeholder et ulige antihul.

Nar vi siger, at en perfekt graf ikke indeholder et ulige hul eller et ulige antihul
mener vi naturligvis underforstaet som induceret delgraf.

Med STPGS ved vi praecis hvordan de perfekte grafer ser ud. Derimod vides
det ikke (af forfatteren) om der findes en algoritme, der i polynomiel tid kan
afggre om en forelagt graf indeholder huller eller antihuller af ulige laengde.

Afsluttende bemeerkninger

Hvis man kunne have interesse i at vide lidt mere om perfekte grafer, kan det
anbefales af folge indledende kurser i diskret matematik og kombinatorik. For-
fatteren af denne note er gammel i garde og er derfor ikke swrlig godt bekendt
med den nye studieordning, men de tidligere kurser “Mat DM” og “Mat XX” gav
begge en god indfgring i grafteori. Vil man videre med emnet er det en god ide
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(faktisk nodvendig) at beskeeftige sig lidt med kombinatorisk optimering og kon-
veksitetsteori.

Beviset for at todelte grafer, deres kantgrafer og begges komplementaergrafer er
perfekte kan vel klares inden for rammerne af et rimeligt bachelorprojekt (men
det kraever at man pa forhand er fortrolig med grafteori og optimering). Beviset
for SVPGS er vaesentligt sveerere, men kan f.eks. vaere indeholdt i et fagprojekt
pa overbygningsuddannelsen.
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Den ikke-kommutative verden
Ryszard Nest

Lidt historie

Historien begynder samtidig med det tyvende arhundrede, med opdagelse af de
sare faenomener i mikrokosmos, sasom spektra af atomer og molekyler, den foto-
elektriske effekt, superledende materialer og meget andet. Mens disse alle hgrer
til indenfor fysikens domeene, var der et rent matematisk faenomen, der viste sig
til at ligge bag dem alle - ikke-kommuterende variable. Heisenberg udtrykte det
i den for kvantemekanikken grundliggende ligning

[p,q] =pg—qp = h,

hvor p er momentet for en partikel, ¢ er beliggenheden, og A er en universal
konstant - Plancks konstant.

Fra et rent matematisk synspunkt, er der Schrédinger-modellen for disse re-
lationer, givet ved

p= hi, q = multiplikation med z,
dz
hvor A og multiplikation med « virker pa et rum af C*°(R)-funktioner udtrykt
i variablen x. Der er ogsa en diskret model, hvor p og ¢ er givet ved to uendelige
matricer.

Af det ovenstaende kan bl.a. konkluderes, at de naturlige algebraer, der optrae-
der i beskrivelse af naturen er ikke-kommutative, altsa ligesom n x n matricerne,
M, (C), eller algebraen af begransede operatorer, B(H), pa et Hilbertrum H.

Det umiddelbare naeste skridt er at se pa delalgebraer af disse. Af tekniske
grunde kraever vi at disse delalgebraer er afsluttet mht. operatornorm og, hvad der
er endnu vigtigere mere vigtigt, lukket under konjugering; 1" — T™. De algebraer,
vi ender med, kaldes for C*-algebraer. Det simpleste eksempel er de komplekse
tal C, hvor topologien er givet ved absolut veerdi, z — |z|, og konjugering ved den
komplekse konjugering z — z* = Z. Det (meget) lidt mere avancerede eksempel
er M, (C), hvor adjungeringen er den saedvanlige “transponering og konjugering”:

a={a;;}ij=1,.n — {@itij=1,.n=0a"

Dette eksempel er det samme som B(H ), hvor vi lader H vaere det endeligdimen-
sionale Hilbertrum C".
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Det forste ikke-endeligdimensionale eksempel (nar vi ser bort fra B(H)) er
algebraen K (H) af alle kompakte operatorer pa et uendeligdimensionalt Hilber-
trum H - dvs.alle de operatorer, der kan approksimeres (i norm) med operatorer
af endelig rang (dvs. som lever pa et endeligdimensionalt underrum). Denne al-
gebra er vigtig nok til at blive kaldt den “elementaere” C*-algebra.

Og lad os sa tage endnu et eksempel. Den sakaldte ikke-kommutative torus,
Ty, er en C*-algebra, der frembringes af to unitsere operatorer pa et Hilbert rum,
U og V, der opfylder relationen

UV = exp2midVU

for et ikke-rationalt 6 € R. Den beskriver en elektron, der bevaeger sig i et to-
dimensionalt gitter i et tvaerrettet magnetisk felt. Da dette eksempel vil dukke
op flere gange, vil vi lige naevne visse af dens egenskaber.

Saetning 1. Ty er simpel, dvs. givet en vilkarlig Cx-algebra A, wvil enhver en
kontinuert, ikke-triviel x-homomorfi

b:Ty— A
vere injektiv. At ® er en x-homomorfi betyder at den er lineer og opfylder
®(ab) = ®(a)P(b), P(a”) = (P(a))".
T har et entydigt (normaliseret) spor, dvs. en linear afbilding
7:Tg —C

som opfylder 7(1) =1 og T(ab) = 7(ba).
Givet en uniter representation af Ty, altsa en x-homomorfi

¢ : Ty — B(H),
vil dens billedmengde, ®(Ty), aldrig indeholde kompakte operatorer forskellige fra
0.

Inden vi gar videre, vil vi lige klare det kommutative tilfzelde (Spektralsaet-
ningen for begraensede operatorer):

Saetning 2. En kommutativ C*-algebra med enhed er isomorf med algebraen af
kontinuerte, komplekse funktioner pa et kompakt Hausdorff-rum.

Baseret pa ovenstaende resultat plejer man at sige at en C*-algebra beskriver
et “ikke-kommutativt topologisk rum”. Der er nogle ting som mangler, dog. En
delvis liste er:
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1. Ikke-Hausdorff-topologiske rum - noget som optraeder meget tit i naturen.

Det hurtigste eksempel er

R/Q,
som ikke er Hausdorff - faktisk er de eneste kontinuerte funktioner pa R,
som er invariante under translationecr med rationale tal, konstante.

2. Topologiske invarianter - sasom (ko)homologi-grupper, der normalt define-
res ved at man studerer kombinatoriske egenskaber ved den made et topolo-
gisk rum kan opbygges af enkle elementer, fx flerdimensionale kuber, [0, 1]™.
Det problem, der opstar her, er meget enkelt. En kontinuert afbilding

¢:[0,1]" = X

kan beskrives ved den tilsvarende afbilding (*-homomorfi) pa funktions-
niveau

C(X) > f = fo¢eC(0,1]").

Dermed kan vi eksempelvis angive et punkt, z € X, ved x-homomorfien
feflz)eC

Men da Ty er som navnt er simpel, har den ingen *-homomorfier ind i C,
sa som rum betragtet, har den ingen punkter!

Geometri

Hvordan opstar dette i den ikke-kommutative verden?

Ideen er meget enkel, og vi vil gennemgéa et eksempel. Lad X = {P, Q} veere
en topunktsmaengde med diskret topologi. En kontinuert funktion pa X er givet
ved et par tal, (f(P), f(Q)). Vi vil repreesentere C(X) pa det to-dimensionale
Hilbertrum C? med fglgende *-homomorfi:

fﬁ(“(f) f(%?))'

Lad nu D veere den fglgende matrix:
0 1
L0 )"

D.f1= D=0 =10P)- 1@ (] ) orlliD Al =157 - QL

Vi bemaerker at

Dermed har vi

1=t = sup{|f(P) — F(@I | IID, fll| < 1}.

Dette kan bruges som en definition!
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Definition 1. Givet en C*-algebra A representeret pa et Hilbertrum H, og en
(selvadjungeret) operator D pa H, har vi folgende “afstandsbegreb”. For to kon-
tinuerte lineare funktionaler ¢; : A — C, som tillige er normaliserede, dvs.
¢:(1) = 1, og positive, dvs. ¢;(a*a) > 0 for alle a € A, vil afstanden mellem
¢1 0g P9 veere givet ved

d(pr, ¢2) = sup{|pi(a) — d2(a)| | [|[D; a]l| < 1}

En sadan trippel, (A, H, D), kaldes en spektral trippel.
I vores eksempel med topunktsmeengden, angiver punktet P en lineaer funk-
tional ¢p : f — f(P), og tilsvarende for @, og vi har

d(¢pp,¢g) =171

Vi har altsa “konstrueret en metrik” pa X, som giver den diameter [~!. Men vi kan
stille og roligt ga videre og udvide den til en “metrik” pa det ikke-kommutative
rum Ms(C) ved at bruge praecis den samme formel!

Inden vi begynder at konkludere, vil vi lige se lidt mere pa algebraer som
My (C). Hvis vi er villige til at acceptere (hvad man tit gor i algebra), at My (C)
er bestemt ved dens repraesentationer, sa er der ikke den store forskel mellem C
og My (C). Alle representationer af C er i form af konstante matricer

A0 ... 00
0O X ... 00
CoX—= A= e

00 ... 20

0 ... 0 A

pa CF, mens alle representationer af My (C) er i form af blokdiagonaler
a 0 ... 00
0 a 0 0
MN((C) >a—

00 ... a0
00 ... 0 a

pa (CM)k. Man siger at de to algebra er Morita-ekvivalente. Dette betyder, at
der ikke er megen forskel mellem to punkter som er identificeret, dvs.

X/ ~={P,Q}/{P =Q}

og 2 x 2-matricerne Ms(C). Men, som vi har set ovenfor, er det nemt at give
M5 (C) en metrik, mens X/ ~ er en etpunktsmaengde, og dermed ikke har nogen
videre struktur.

Det vi har lavet ovenfor, er lidt af en leg. Men lad os nu vende tilbage til
det saere kvotientrum R/Q. Den har ingen ikke-konstante kontinuerte funktioner,
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ganske som vores etpunktsmaengde X/ ~. Men pa samme made som vi har kunnet
erstatte X/ ~ med en den Moritazkvivalente algebra M(C), kan vi erstatte vores
“Intuitiv forstaelse” af kvotienten R/Q med en paen C*-algebra som lgst sagt har
fglgende elementer:

e som analog til diagonale matricer, de kontinuerte funktioner pa R;
e som analog til de ikke-diagonale matrixenheder, translationer med rationale
tal.

Denne konstruktion hedder “krydsprodukt”, Q x Cy(R). Ideen er, at Q x Cy(R)
bestar af (visse) summer pa formen

> cMg)

qeQ

hvor ¢,’erne er kontinuerte funktioner pa R og, for en vilkarlig funktion f pa R
og q € Q geelder fglgende kommutationsrelation:

A fAg) (@) = [z —q).

Det er vigtigt hér at bemarke, at i analogi med de endelige matricer, kan vi let
konstruere naturligt forekommende tripler af formen

(Q X CO(R)>Ha D),

og dette eksempel - i let modificeret udgave - optraeder faktisk i forbindelse med
talteori.

Topologiske invarianter

Triplerne (A, H, D) kan udstyres med en akvivalensrelation, pa en sddan made
at sekvivalensklasserne udger en abelsk gruppe af “homotopi-invarianter” for A
- dens K-homologi K*(A). Det bliver lidt for teknisk at komme ind pa hvad
der hér forstas ved homotopi, men i det abelske tilfaelde, med A = C'(X) for et
kompakt Hausdorff-rum X, er K1(X) invariant under kontinuerte deformationer
af X. Hér er det nok pasin plads, at naevne at gruppen fgrst blev konstrueret for
de ikke-kommutative algebraer.

En anden topologisk invariant er givet ved akvivalensklasser af projektioner.
En projektion er et element p € A som opfylder

pP=p=p"

Hvert gang A repraesenteres som en konkret algebra af operatorer pa et
Hilbert-rum, vil en projektion blive repraesenteret som en ortogonalprojektion
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pa et passende underrum. To projektioner p og ¢ siges at vaere &kvivalente, hvis
der findes to elementer v og vi A sa

P = uv 0g q = VUu.

Vi skriver [p| = [g]. Eksempelvis vil to ortogonale projektioner pa endeligdi-
mensionale underrum af et givet Hilbertrum, H, vaere sekvivalente i K (H), hvis
og kun hvis dimensionerne af deres billedrum er ens.

Ud af sekvivalensklasserne af projektioner dannes en abelsk gruppe, Ky(A) -
den lige K-kohomologi gruppe af A. Denne viser sig at veere en af de vigtigste
invarianter for A, allerede i det kommutative tilfzelde.

Indeksssetninger

Et godt eksempel er folgende. Lad D = a(z)-L +b(z) veere en differentialoperator
pa R og lad D* = —%m + b(x). Vi er intereseret i lgsningerne pa ligninger af
formen

Df =g.
Under nogle enkle betingelser pa funktionerne a og b, vil folgende to rum af
kvadratisk integrable funktioner pa R vaere endeligdimensionale:

ker D = {f | Df = 0}; coker D = ker D".
Det oplagte problem er nu at finde
dim(ker D) — dim(coker D)

og dette vel at maerke uden at finde den eksplicitte lgsning til D f = ¢!

Det (hel-)tal, som star pavenstre side, kaldes for indekset af D, og en lgsning
pa problemet er givet i Atiyah-Singers Indekssetning. Da formuleringen af denne
setning kraever forarbejde, vil den udelades her. Den kaldes ofte et af de vigtigste
resultater i det tyvende arhundredes matematik, og det var pa grund af den
setning, Atiyah og Singer vandt arets Abel-pris.

Men lad os dog omformulere os lidt. Forst, givet et Hilbertrum H og et en-
deligdimensional underrum V' C H, lader vi p betegne den ortogonale projektion
pa V. Da gealder

dimV = Trp,

hvor Tr er det ssedvenlige spor - dvs. summen af de diagonale elementer i den
matrix der udtrykker p i en given ortonormalbasis.

Lad p og g veere projektioner pa henholdsvis ker D og coker D, givet som
ovenfor. Da de er endeligdimensionale, sidder de begge i K(L*(R)) - de kom-
pakte operatorer paHilbertrummet af kvadratisk integrable funktioner pa R. Det
betyder at

[p] — la] € Ko(K(L*(R)).

29



Vi kan nu skrive

indeks D = Tr(p) — Tr(q)

og teenker pa den identitet som en beregning af veerdien af en gruppehomomorfi
Tr: Ko(K(L*(R)) - Z CR

pa et konkret element af K.

Hvad forsker jeg i?
Forst det korte svar. Givet en konkret, naturligt forekommende algebra A, har vi
fglgende spgrgsmal:

1. Hvad er Ky(A)?
2. Hvilke homomorfier
¢: Ko(A) = R
har vi?

3. Hvilke vaerdier antager ¢ pa naturligt forekommende elementer af Ky(A)?

Og sa det lidt leengere svar.
De ¢’er, der kan erstatte det almindelige spor af en matrix, kaldes cykliske
kocykler. De er givet som multilineaere afbildinger

p:AxXxAx...xA—-C

med folgende to egenskaber:
1. Cyklicitet:
dlag, . ..an) = (=1)" " é(an, ag, ..., an_1).
2. Kocykel-egenskaben:

Cb(@o&l, ag, . . -Cln+1) - ¢(@0, a1a2, . .. ,&n+1)
...+ (—1)"+1¢(an+1a0, ag, ... an) = 0.

De cykliske kocykler udggr et vektorrum, der kaldes den cykliske kohomologi
af A, og betegnes med HC,(A). Deres veerdier pa projektionsklasser gives ved

< &,[pl >=é(p,p,...,p).

I modsaetning til K-teorien, er HC™ til at beregne ved homologiske metoder,
og i de fleste geometriske situationer, eller anvendelser i matematisk fysik, dukker
der nogle naturlige cykliske kocykler op, der beskriver interesante stgrrelser.

De algebraer, der er af interesse, opstar i fglgende situationer:

e (Pseudo)differentialoperatorer: Disse har forbindelse til bade indeks af dif-
ferentialoperatorer og i geometri for mangfoldigheder.
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Formelle deformationer af kommutative algebraer: Et eksempel er givet ved
algebraen frembragt af storrelserne (p, ¢, i) med relationen [p, ¢] = h, som
vi begyndte med - men hvor i betragtes som en variabel istedet for et fast
tal. Dette er en deformation af algebraen af funktioner i to kommuterende
variable (pg, qo). Dissee opstar i differentialgeometri og fysik.
Fourier-integral-operatorer: De kan anskues som lgsninger til “evolutions-
ligningen” - altsa givet en differentialoperator D, sa

Of+Df =g= f(t)=D(f).

Denne slags ®; har en geometrisk beskrivelse, der involverer Fourier-transformationen
- derfor navnet Fourier-integral-operatorer.

Riemann-Rochs satning for D-moduler. Vi skal nok lade vaere med at kom-

me ind pa, hvad dette egentlig betyder, sa lad os bare ngjes med at sige at

det giver os mulighed for at lgse “indeksproblemer” for algebraiske ligninger

(i modsaetning til differentialligninger som ovenover.

Sidst, men ikke mindst, konkrete C*-algebraer, der bruges i forskellige sam-
menhange - fx reprasentationsteori for grupper.
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Kryds & Tveers

Martin “Damskur” Damhus
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Vandret:

1: Overdrevent energisk

9: Fejl

15: Navn

16: Strgmmer

18: Kue

19: Dans

21: Person

22: Ros

24: Forstaerkende forstavelse

25: Motorskib

26: Antal mader at vaelge to ud af fem
grantraeer uden hensyntagen til reekkefgl-
ge

27: Betingelser

29: Gement

32: Oplysninger

33: Mister

34: Ateistiske

37: Bakkeskraning og tillige et ord kun an-
vendt i krydsogtveerser

38: Sande oplysninger

40: Nystartet

41: Af uregelmaessig beskaffenhed

43: Dokumentationen

47: Overhoved

48: Muse

49: Mgbel

50: Uregerlig personage

52: Besattelse

54: Spise

55: Stat i fjerngsten

57: Kanon

59: Karakter samt forkortelse for et vel-
kendt torsdagshegn

60: Navn

61: Spolere

64: Oversigt

66:
67:
68:
69:
71:
73:
74:
76:
78:
80:
81:
83:
84:
86:
88:
90:
92:
94:
95:
96:
97:
98:

101:
102:
104:
107:
108:
110:
112:
113:
116:
118:
119:
120:
123:
124:
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Banachrumsforkortelse
Orienteret

Mindre slurk

Ole Lund Kirkegaard-hovedperson
Orkenvind

limp, oo(1+1/2+1/44+---+1/2")
Stjernekigger-fornavn

Stille

Som har at ggre med synssansen
Falleseuropaisk begivenhed
Retning

Skat

As

Storrelse

Organ

Potentiel regel

Lader hant om
Organisation

Enhed

Grundstof

Dyr

Fugl

Mangan

Damp

Indretningen

Beskaeftigelse

(@konomisk) dokument
Hjeelp

Naturfeenomen
Samfundsgruppe
Klagesudrab

Varm

Funktion

Ynden

Slet skjulte

Klaede



Lodret:

: Mister

: Praester

: Bibelsk personage

: Takker nej

: Sportsudgvers

: Soge stgtte hos

: Forherlig

8: 0

10: Bestanddel

11: Redskabet

12: Fremstiller

13: Fransk artikel

14: ZFC-relateret begivenhed

17: Genstand, fx en karde

19: Sportsudstyr

20: Lgnsom

23: Overraskelsesudbrud (onomatopoieti-
kon)

26: Typisk discipelantal

28: Stiftes bekendtskab med i gymnasiet
30: Kor

31: Blgd op

33: Forkortelse

35: By

36: Hvaes

39: Opholdssted, kendt fra Oslohegnet
42: Romersk epos af Virgil

44: Japansk kunstudtryk for den (visuelt
smukke) tekstuelle del af en

illustreret skriftrulle

45: Ballade

46: Orddel (suffiks), danner substantiver
der betegner en person, som er

specialist indenfor et givent omrade

47: Dansk by

50: Italiensk maleudtryk for en teknik, h-
vori konturerne i overgang mellem lys

og skygge udviskes

51: Ikke-eksotisk og af utallige russer ejet
navn (lyder som en smakkende bildgr)

~N O Ot = W N~
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53: Kompakt formulerede (strg)tanker
56: Eksotisk navn

58: Gud

62: Beklaedningsdel, rappes om af Banjos
Likgrstue, hvis nogen ellers kan huske dem
63: Middel

65: Musikstykke

67: Erkendelsesudbrud (Strengt mildere
end heurekal!)

70: Dyr af guld som skamrides af hgj mand
fra Ceylon, eller spark

71: Ikke tilknyttet politi eller militaer

72: (14 4)(1 —i)3! — 2, hvor z er antallet
af ikke-trivielle undergrupper i Zg.

75: Smuk, frodig

77: Brgkdel

79: Fedtstof i veevet

82: Dyr

85: Skandinaviske

86: Afkraever

87: Figur i bgrnefjernsyn eller brandrester
88: Silicium

89: Eksisterer

91: Samfundets interesse

93: Transportmiddel

99: By

100: 3 ens

103: Observeres

105: Bemaerk

106: Navn af anden oprindelse end dansk
107: Instrument, ejes af dgden

109: Sat overméade pris pa

111: Periode

114: Nationalpattedyr og eksmatematiker
115: Lgvtraeeer med knudret bark, hvis
frugter i pgbelmunde benavnes agern
117: Vegetation

119: Slangede sig

121: Tidlig

122: Omtrent



Ligefordelte fglger i [0, 1]* med anvendelser

Kenneth Valbjgrn Rasmussen

I denne artikel praesenteres et fundamentalt resultat omhandlende ligefordelte fol-
ger i den k-dimensionale enhedskasse [0, 1]* der normalt er kendt som en variant
af Weyls ligefordelingskriterium. Endvidere prasenteres to problemer til hvis 1gs-
ning dette resultat viser sig nyttigt. Sa vidt det er mig bekendt har ingen af disse
to problemer tidligere vaeret lgst. Inspirationen til det arbejde der fremlaegges i
det folgende stammer fra |1] - en bog der bestemt kan anbefales.

For at opildne lidt interesse vil jeg starte med at preasentere de to (stadig)
ulgste problemer, der inspirerede mig til det folgende.

Lad = € R. Vi betegner med |x| heltalsdelen af x, altsa det storste hele tal
mindre end eller lig med z. Betegn med {z} den brudne del af x som vi kan
definere ved ligningen

r=|z|+{z}, zeR (1)

Det er ikke sveert at se at dette definerer {-} entydigt.
Som det er gjort i en margennote pa s. 514 i [1|, kan man opstille fglgende
problem (her omformuleret en smule):

Problem 1 (stadig delvist ulost) Antag at «, 3 €]0, 1[. Under hvilke omstaendig-
heder er det ud fra folgen

(Ina] + [n8]) e = (Lo + 18], [20] + 28], [3a] + [36],...) (2)

muligt at bestemme « og 3.

At man lige praecis kraever at «, 8 €]0, 1] har selvfplgelig en forhistorie som
dog springes over (overvej evt. selv eller se [1]). Lad os forst se pa hvad det egentlig
er, der bliver spurgt om. Velger vi a € R og blot betragter folgen

(lna))pen = (Lo, [2a], [3a],...),

er det ikke sveert at finde « idet

1 1 1
lim — = lim ~(na — = lim —no — lim — =
i 5 ned) = g (e = {na) = lim Sona = fin o} = a

da {na} € [0,1[. Samme metode virker ikke umiddelbart i tilfaeldet problem 1.
Vi har )
lim —([na) + [nf]) =a+

n—oo M
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hvilket jo ikke siger meget. Det ses at der skal lidt mere arbejde og eventuelt nogle
forudsaetninger pa vaerdierne af o og 3 for at lgse problem 1. Et taleksempel er
pa sin plads: Vi har for eksempel

(ln/2) + [1/3]),50 = (0,0,1,2,3,3,5,5,6,7,...)

hvor vi altsd har sat o := % og B := % i udtrykket (2). Det er klart at folger pa
denne form er voksende heltalsfglger, og det ser ud til at vi smider forblgffende
megen information om « og [ vaek under dannelsen af disse folger. Derfor er
problem 1 interessant.

[ samme stil kan vi opstille den naste inspirationskilde fundet i [1] s. 101:

Problem 2 (stadig delvist ulgst) Antag at «, 3 €]0, 0c0[. Under hvilke omstaen-
digheder er det ud fra folgen

(lelnBl]) ey = (L8]], [@]28]], [e[36]], .- ) (3)

muligt at bestemme « og 3.

Pa samme made som i tilfaeldet problem 1 er det umiddelbart klart at fglger
pa formen (3) er voksende heltalsfolger. Ogsa i dette tilfelde ser det ud til at
megen information om « og ( gar tabt i dannelsesprocessen.

Ligefordelte falger i [0, 1)

Forst skal et par begreber pa plads. Vi kan betragte R som et vektorrum over
Q. Ethvert tal kan dermed ses som en vektor som vi kan gange med et ratio-
nalt tal, og ikke mindst kan vi leegge dem sammen pa saedvanlig vis. Bruger vi
standard-terminologien fra lineser algebra siges tallene aq, ..., ay at veere lineert
uafhengige over Q hvis der for alle pq, ..., p, € Q gaelder

p1a1+~-~+pkak:0:>W€{1,...,k}:pi:O,

Folgende definition er taget fra |3| (dog lettere omformuleret).

Definition 1. En folge (0, )nen i [0, 1]% siges at veere ligefordelt hvis der for alle
aj,bj ERmed0<a; <b;<1,j=1,... k gelder at'

1l
m — > Loy by ]xexfanbe) () = (b1 = a1) -+ (b — az). (4)
n=1

m—oo M,

Intuitivt kan vi sige at “andelen” af punkter fra (o,) der er indeholdt i kassen
lar,b1] X - X [ag, by] i greensen netop er lig kassens k-dimensionale volumen for
enhver k-dimensional kasse i [0, 1]F.

114 betegner i det fglgende indikatorfunktionen for A, altsd funktionen der er 1 pa A og 0
udenfor.
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At sadanne fglger overhovedet findes er slet ikke umiddelbart klart. Xingping
Sun har dog i [3] vist at der gelder

Sezetning 1. Lad o = (ay,...,q,) € R¥ og antag at ay,..., o og 1 er lineert
uafhengige over Q. Da er folgen

({na})neN = ({nal}, e {nak})neN

ligefordelt i [0, 1]%.

Xingping Sun viser ovenstaende satning ved brug af det der kaldes Weyls
ligefordelingskriterium (se [4]), men den kan ogsa vises mere direkte, omend mere
besvaerligt.

Vi er ogsa ngdt til at overbevise os om, at der overhovedet findes aq, ..., a; €
R opfyldende ay,...,a; og 1 er lineaert uathengige over Q. Definér maengden
Dy = {{al, cooyait €J0, 1| g, ..., o 0g 1 er linezert uathaengige over Q}
og mangden
O = {(oq, ooar) €ERfag, ..., 0g 1 er linesert uathaengige over Q}.

Begge disse mangder er meget store. Idet jeg minder om at en maengde X kaldes
overtellelig hvis der ikke findes en injektiv afbildning f : X — N har vi

Saetning 2. Mengderne Dy og Oy er begge overtellelige.

Saetningen kan vises ved brug af en rackke af Cantors saetninger om kardi-
nalitet (storrelse, maegtighed) af Q og R - se f.eks. [2]. Dette er ikke svaert og
overlades til laeseren.

Til brug i anvendelserne i det fglgende praesenteres nu en anden version af
saetning 2 ovenfor. Igen overlades beviset til laeseren idet det noteres at dette er
en standardanvendelse af definitionen af Riemann-integrabilitet.

Seetning 3. Lad o = (ay,...,a,) € R¥ og antag at ay,..., o og 1 er lineert
uafhengige over Q. Antag endvidere at f : [0,1]* — R er Riemann-integrabel.
Da er

i 3 s = [ (o)

m—oo M,

Faktisk er sztningerne 1 og 3 @ekvivalente hvilket dog ikke bruges i det fgl-
gende.
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To anvendelser af ligefordelte folger

I dette afsnit praesenteres delvise, generaliserede Igsninger pa problemerne 1 og
2. Fgrst problem 1.

Szetning 4. Definér afbildningen o : D), — NY ved

o:{ar,...,axt— (lan| + -+ | )nen. (5)

Veelger vi y := (yn)n>0 € 0(Dy), sd eksisterer® grenseverdierne

To(y) == lim ii(yj‘yj—l), n=0,. ..k (6)

n

og vi kan bestemme dét « = {« ... ,a;} € Dy der opfylder o(a) =y idet

ZTn(y)a:k_" =(x4+a)(r+ay) - (x+ar), z€eR. (7)

n=0

Tallene —an, ..., —ay er altsa rgdder 1 et polynomium der har storrelserne fra
(6) som koefficienter.

For beviset er det pa sin plads med et par kommentarer. Udtrykket i gen-
nemsnittet (6) er en binomialkoefficient, hvilket navnes da det maske ser lidt
mystisk ud. I beviset bruges de sakaldte [verson-klammer |-] som er defineret pa
mangden af afggrlige udsagn ved

[sand] = 1 og [falsk] = 0.

For et givet ¢ € [0, 1] kan vi definere den reelle funktion = — [z < ¢|. Denne ses
at vere Riemann-integrabel idet den er stykvis kontinuert og vi har klart

/01[x<c]dx:c.

Beuvis for setning 4: Veelg et y € o(Dy) og antag at o € Dy, opfylder y = o(a).
Det afggrende trick i beviset er at tolke binomialkoefficienterne i gennemsnittene
pa hgjresiden af (6) pa en saidan made at det bliver muligt at anvende satning 3
pa disse. Derved finder vi bade at de eksisterer, og hvad de konvergerer imod.

Vi laegger forst maerke til, at Ty(y) nemt regnes ud til at veere 1 idet vi, per
definition, har (Tg) =1 for alle m € Ny. Da «; €]0, 1] for hvert i = 1, ..., k ser vi,
at vi ved brug af Iverson-klammer har

lij] = lai(G = D] = {auj} <eul, i=1,....kogj=>0. (8)

?Hgjresiden konvergerer i R for hvert n =0, ..., k. Vi szetter her yo = 0.
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Vi gnsker nu at skrive binomialkoefficenten pa hgjresiden af (6) som et udtryk i
Iverson-klammer pa ovenstaende form. Indfgr til dette formal maengderne

B, ={A C{1,...,k}| A bestar af netop n elementer} n=1,...k.

B, er altsa meendgen af samtlige n-delmeengder af {1,... k} og det ses at B,
har netop (fL) elementer. Vi skal nu overbevise os om at vi har

(yj _nyj_l) = > [[Heis} <], jeN )

AeB, i€cA

Til dette formal vaelges et n med 0 < n < koget j > 0. Jeevnfor (8) og antagelsen
a; €]0, 1] for hvert i = 1,..., k er det klart at vi har 0 < y; —y;_1 < k. Vi saetter

num::=y; — Yj—1-
Det er nu klart at der ma vaere netop m ’er i {1,...,k}, der opfylder

{ouj} < o] =1. (10)

Lad C betegne maengden af i’er der opfylder (10). Hvert af produkterne i summen
pa hgjresiden af (9) er enten 0 eller 1, og det er ikke svaert at se at vi ma have

ACC e [} <] =1, A€B,. (11)

icA
Antallet af A € B, der opfylder (11) er netop (Z”), hvilket altsa bliver vaerdien
af summen pa hgjresiden af (9). Da m var sat lig y; — y,_1, folger gyldigheden af

(9).
Ved brug af (9), antagelsen o € Dy, setning 3 og (velkendte) saetninger om
Riemann-integration finder vi nu at

Tuly) = %EEO%Z (yj _nyj—l) _ AE%O%Z 3 [l < ad

=1 j=1 A€B, icA
1 1
= / / Z l_I[xZ < oyl dxy - - day,
0 0 AeB, icA
= > ] (12)
AEB,, i€A

for hvert n med 0 < n < k.

Det overlades til laeseren at verificere identiteten (7). Dette gores f.eks. nemt
ved induktion pa k ud fra udregningen ovenfor idet vi husker at Ty(y) = 1. Det
folger nu af algebraens fundamentalsaetning, der udsiger at ethvert k’te grads
polynomium har netop k redder og udtrykket (7) at der findes netop et a € Dy,
opfyldende o(a) = y. Hermed er satningen vist. O
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Man kan endda, naturligvis kun delvist, gennemprgve saetningen ved udreg-
ning pa computer. Jeg har gjort dette i tilfaeldet £ = 3 hvor jeg brugte maengden

{%, %, %}, der er indeholdt i Dy (Tjek selv efter). Jeg fandt ud af, at man ved
at udregne 10" elementer af fglgen givet ved (5) kunne genfinde tallene %, %
og % med cirka n korrekte decimaler efter kommaet. Konvergensen af gennem-

snittene pa hgjresiden af (6) er altsa temmelig langsom.
Som noget helt ekseptionalt bgr det noteres at vi ikke behgver at kende vaer-
dien af k i sztning 4. Vi kan udvide o til en afbildning

&:ODkﬁNN
k=1

hvor ¢ altsa stadig er injektiv og hvor det ogsa stadig er muligt at bestemme,
ikke bare antallet af o;’er, men ogsa deres vaerdi. Hvordan det?

For at se dette lader vi a € Dy, vaere givet for et k € N, og vi setter y := o(a).
Hvis n > k er binomalkoefficienterne i udtrykket (6) alle 0 sa T,,(y) = 0 idet vi
som naevnt i beviset har 0 < y; —y;_; < k for alle j € N. Af udtrykket (12) har
vi pa den anden side T,(y) # 0 nar 0 < n < k da «;’erne opfylder a; > 0 for
hvert 7.

Vi kan altsa finde k ved at udregne T, (y) for hvert n € N. Det mindste n € N
for hvilket vi har T,,(y) = 0, opfylder af ovenstaende n = k + 1. Da vi dermed sa
kender k, fglger resten af beviset for s@tningen.

Lad os nu se pa en (delvis) generalisation af problem 2:

Saetning 5. Antag at o, 5,7 € R. Hvis (a8, Bv,7) € O3 sa er det muligt ud fra

folgen
0 = (on)nen = (lelBln]]]),cn (13)

at bestemme veerdierne af o, B og 7.

Bevis. Lad «, § og 7 veere givet med de navnte egenskaber. Vi finder ved
udregning at

on = afyn—af{m}t —a{{fyn} - f{yn}}; (14)
+ {{apn} —ab{yn} — o{{Byn} - B{mn}}}
for hvert n € N. Pa samme made som i saetning 4 “maler” vi pa fglgen, og

finder derved nok information til at kunne udlede de gnskede storrelser. Vi har
umiddelbart af (14) at

T :=lim In _ a7y,
non
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Idet der igen henvises til (14) finder vi af setning 3 at

m
1
2 = Il’l—g Tln—an
m M 0

aﬁx + oy — Bz} + {2z — afzr — a{y — fz}}) dzdydx

\\

(aﬁx +afy — pz} + ) dydzx
]

0,12

1 1
= afr+ -a+ - | dx
/[0,1} ( 2 2)

1
= 3 (af +a+1)
Vi er nu lgbet tgr for nemme mader at male pa, men der er en udvej der dog

kraever en del regneri. Bruger vi igen saetning 3 fas

m

1

T; = ligln - Z (Thn — an)2
n=0
1 1
= g(oﬂﬂ2 +a®+1)+ 5(0‘25 +aB+a)
3 1
= ZT2 — gOéTQ
Idet T5 # 0 finder vi heraf
677 — 8T
o =
15
Idet o # 0 har vi
ﬂ _ 2T2 —a—1
o)
Endelig, idet vi ogsa har 3 # 0,
_ -t
7 - Oéﬂ

hvormed satningen er vist o

Saetningen kan ogsa vises i det tilfaelde hvor der kun er to tal. Det kan muligvis
ogsa lade sig ggre at vise ovenstaende sxtning i det tilfaelde hvor der er fire tal!
Det har ikke vaeret muligt for mig, at generalisere metoden i s@tningen ovenfor,
til at gaelde n > 4 tal. Det ser ikke umiddelbart ud til at der findes en “nem”
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metode, som den der er praesenteret i saetning 4.
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