Ligefordelte fglger i [0, 1]* med anvendelser

Kenneth Valbjgrn Rasmussen

I denne artikel praesenteres et fundamentalt resultat omhandlende ligefordelte fol-
ger i den k-dimensionale enhedskasse [0, 1]* der normalt er kendt som en variant
af Weyls ligefordelingskriterium. Endvidere prasenteres to problemer til hvis 1gs-
ning dette resultat viser sig nyttigt. Sa vidt det er mig bekendt har ingen af disse
to problemer tidligere vaeret lgst. Inspirationen til det arbejde der fremlaegges i
det folgende stammer fra |1] - en bog der bestemt kan anbefales.

For at opildne lidt interesse vil jeg starte med at preaesentere de to (stadig)
ulgste problemer, der inspirerede mig til det folgende.

Lad =z € R. Vi betegner med |x| heltalsdelen af x, altsa det storste hele tal
mindre end eller lig med z. Betegn med {z} den brudne del af x som vi kan
definere ved ligningen

r=|z|+{z}, zeR (1)

Det er ikke sveert at se at dette definerer {-} entydigt.
Som det er gjort i en margennote pa s. 514 i [1|, kan man opstille fglgende
problem (her omformuleret en smule):

Problem 1 (stadig delvist ulost) Antag at «, 3 €]0, 1[. Under hvilke omstaendig-
heder er det ud fra folgen

(Ina] + [n8]) e = (Lo + 18], [20] + 28], [3a] + [36],...) (2)

muligt at bestemme « og 3.

At man lige praecis kraever at «, 8 €]0, 1] har selvfglgelig en forhistorie som
dog springes over (overvej evt. selv eller se [1]). Lad os forst se pa hvad det egentlig
er, der bliver spurgt om. Velger vi € R og blot betragter folgen

(lna))pen = (Lo, [2a], [3a],...),

er det ikke sveert at finde « idet

1 1 1
lim — = lim ~(na — = lim —no — lim — =
i 5 ned) = g (e = {na) = lim Sona = fin o} = a

da {na} € [0,1[. Samme metode virker ikke umiddelbart i tilfaeldet problem 1.
Vi har )
lim —([na) + [nf]) =a+

n—oo M
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hvilket jo ikke siger meget. Det ses at der skal lidt mere arbejde og eventuelt nogle
forudsaetninger pa vaerdierne af o og 3 for at lgse problem 1. Et taleksempel er
pa sin plads: Vi har for eksempel

(ln/2) + [1/3]),50 = (0,0,1,2,3,3,5,5,6,7,...)

hvor vi altsd har sat o := % og B := % i udtrykket (2). Det er klart at folger pa
denne form er voksende heltalsfglger, og det ser ud til at vi smider forblgffende
megen information om « og [ vaek under dannelsen af disse folger. Derfor er
problem 1 interessant.

[ samme stil kan vi opstille den naste inspirationskilde fundet i [1] s. 101:

Problem 2 (stadig delvist ulgst) Antag at «, 3 €]0, 0c0[. Under hvilke omstaen-
digheder er det ud fra folgen

(lelnBl]) ey = (L8]], [@]28]], [e[36]], .- ) (3)

muligt at bestemme « og 3.

Pa samme made som i tilfaeldet problem 1 er det umiddelbart klart at fglger
pa formen (3) er voksende heltalsfolger. Ogsa i dette tilfelde ser det ud til at
megen information om « og ( gar tabt i dannelsesprocessen.

Ligefordelte falger i [0, 1)

Forst skal et par begreber pa plads. Vi kan betragte R som et vektorrum over
Q. Ethvert tal kan dermed ses som en vektor som vi kan gange med et ratio-
nalt tal, og ikke mindst kan vi leegge dem sammen pa saedvanlig vis. Bruger vi
standard-terminologien fra lineser algebra siges tallene aq, ..., ay at veere lineert
uafhengige over Q hvis der for alle pq, ..., p, € Q gaelder

p1a1+~-~+pkak:0:>W€{1,...,k}:pi:O,

Folgende definition er taget fra |3| (dog lettere omformuleret).

Definition 1. En folge (0, )nen i [0, 1]% siges at veere ligefordelt hvis der for alle
aj,bj ERmed0<a; <b;<1,j=1,... k gelder at'

1l
m — > Loy by ]xexfanbe) () = (b1 = a1) -+ (b — az). (4)
n=1

m—oo M,

Intuitivt kan vi sige at “andelen” af punkter fra (o,) der er indeholdt i kassen
lar,b1] X - X [ag, by] i greensen netop er lig kassens k-dimensionale volumen for
enhver k-dimensional kasse i [0, 1]F.

114 betegner i det fglgende indikatorfunktionen for A, altsd funktionen der er 1 pa A og 0
udenfor.
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At sadanne fglger overhovedet findes er slet ikke umiddelbart klart. Xingping
Sun har dog i [3] vist at der gelder

Sezetning 1. Lad o = (ay,...,q,) € R¥ og antag at ay,..., o og 1 er lineert
uafhengige over Q. Da er folgen

({na})neN = ({nal}, e {nak})neN

ligefordelt i [0, 1]%.

Xingping Sun viser ovenstaende satning ved brug af det der kaldes Weyls
ligefordelingskriterium (se [4]), men den kan ogsa vises mere direkte, omend mere
besvaerligt.

Vi er ogsa ngdt til at overbevise os om, at der overhovedet findes aq, ..., a; €
R opfyldende ay,...,a; og 1 er lineaert uathengige over Q. Definér mangden
Dy = {{al, cooyait €J0, 1| g, ..., o 0g 1 er linezert uathaengige over Q}
og mangden
O = {(oq, ooar) €ERfag, ..., 0g 1 er linesert uathaengige over Q}.

Begge disse mangder er meget store. Idet jeg minder om at en maengde X kaldes
overtellelig hvis der ikke findes en injektiv afbildning f : X — N har vi

Saetning 2. Mengderne Dy og Oy er begge overtellelige.

Saetningen kan vises ved brug af en rackke af Cantors saetninger om kardi-
nalitet (storrelse, maegtighed) af Q og R - se f.eks. [2]. Dette er ikke svaert og
overlades til laeseren.

Til brug i anvendelserne i det fglgende praesenteres nu en anden version af
saetning 2 ovenfor. Igen overlades beviset til laeseren idet det noteres at dette er
en standardanvendelse af definitionen af Riemann-integrabilitet.

Seetning 3. Lad o = (ay,...,a,) € R¥ og antag at ay,..., o og 1 er lineert
uafhengige over Q. Antag endvidere at f : [0,1]* — R er Riemann-integrabel.
Da er

i 3 s = [ (o)

m—oo M,

Faktisk er sztningerne 1 og 3 @ekvivalente hvilket dog ikke bruges i det fgl-
gende.
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To anvendelser af ligefordelte folger

I dette afsnit praesenteres delvise, generaliserede Igsninger pa problemerne 1 og
2. Fgrst problem 1.

Szetning 4. Definér afbildningen o : D), — NY ved

o:{ar,...,axt— (lan| + -+ | )nen. (5)

Veelger vi y := (yn)n>0 € 0(Dy), sd eksisterer® grenseverdierne

To(y) == lim ii(yj‘yj—l), n=0,. ..k (6)

n

og vi kan bestemme dét « = {« ... ,a;} € Dy der opfylder o(a) =y idet

ZTn(y)a:k_" =(x4+a)(r+ay) - (x+ar), z€eR. (7)

n=0

Tallene —an, ..., —ay er altsa rgdder 1 et polynomium der har storrelserne fra
(6) som koefficienter.

For beviset er det pa sin plads med et par kommentarer. Udtrykket i gen-
nemsnittet (6) er en binomialkoefficient, hvilket navnes da det maske ser lidt
mystisk ud. I beviset bruges de sakaldte [verson-klammer |-] som er defineret pa
mangden af afggrlige udsagn ved

[sand] = 1 og [falsk] = 0.

For et givet ¢ € [0, 1] kan vi definere den reelle funktion = — [z < ¢|. Denne ses
at vere Riemann-integrabel idet den er stykvis kontinuert og vi har klart

/01[x<c]dx:c.

Beuvis for setning 4: Veelg et y € o(Dy) og antag at o € Dy, opfylder y = o(a).
Det afggrende trick i beviset er at tolke binomialkoefficienterne i gennemsnittene
pa hgjresiden af (6) pa en saidan made at det bliver muligt at anvende satning 3
pa disse. Derved finder vi bade at de eksisterer, og hvad de konvergerer imod.

Vi laegger forst maerke til, at Ty(y) nemt regnes ud til at veere 1 idet vi, per
definition, har (Tg) =1 for alle m € Ny. Da «; €]0, 1] for hvert i = 1, ..., k ser vi,
at vi ved brug af Iverson-klammer har

lij] = lai(G = D] = {auj} <eul, i=1,....kogj=>0. (8)

?Hgjresiden konvergerer i R for hvert n =0, ..., k. Vi szetter her yo = 0.
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Vi gnsker nu at skrive binomialkoefficenten pa hgjresiden af (6) som et udtryk i
Iverson-klammer pa ovenstaende form. Indfgr til dette formal maengderne

B, ={A C{1,...,k}| A bestar af netop n elementer} n=1,...k.

B, er altsa meendgen af samtlige n-delmeengder af {1,... k} og det ses at B,
har netop (fL) elementer. Vi skal nu overbevise os om at vi har

(yj _nyj_l) = > [[Heis} <], jeN )

AeB, i€cA

Til dette formal vaelges et n med 0 < n < koget j > 0. Jeevnfor (8) og antagelsen
a; €]0, 1] for hvert i = 1,..., k er det klart at vi har 0 < y; —y;_1 < k. Vi saetter

num::=y; — Yj—1-
Det er nu klart at der ma vaere netop m ’er i {1,...,k}, der opfylder

{ouj} < o] =1. (10)

Lad C betegne maengden af i’er der opfylder (10). Hvert af produkterne i summen
pa hgjresiden af (9) er enten 0 eller 1, og det er ikke svaert at se at vi ma have

ACC e [} <] =1, A€B,. (11)

icA
Antallet af A € B, der opfylder (11) er netop (Z”), hvilket altsa bliver vaerdien
af summen pa hgjresiden af (9). Da m var sat lig y; — y,_1, folger gyldigheden af

(9).
Ved brug af (9), antagelsen o € Dy, setning 3 og (velkendte) saetninger om
Riemann-integration finder vi nu at

Tuly) = %EEO%Z (yj _nyj—l) _ AE%O%Z 3 [l < ad

=1 j=1 A€B, icA
1 1
= / / Z l_I[xZ < oyl dxy - - day,
0 0 AeB, icA
= > ] (12)
AEB,, i€A

for hvert n med 0 < n < k.

Det overlades til laeseren at verificere identiteten (7). Dette gores f.eks. nemt
ved induktion pa k ud fra udregningen ovenfor idet vi husker at Ty(y) = 1. Det
folger nu af algebraens fundamentalsaetning, der udsiger at ethvert k’te grads
polynomium har netop k redder og udtrykket (7) at der findes netop et a € Dy,
opfyldende o(a) = y. Hermed er satningen vist. O
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Man kan endda, naturligvis kun delvist, gennemprgve saetningen ved udreg-
ning pa computer. Jeg har gjort dette i tilfaeldet £ = 3 hvor jeg brugte maengden

{%, %, %}, der er indeholdt i Dy (Tjek selv efter). Jeg fandt ud af, at man ved
at udregne 10" elementer af fglgen givet ved (5) kunne genfinde tallene %, %
og % med cirka n korrekte decimaler efter kommaet. Konvergensen af gennem-

snittene pa hgjresiden af (6) er altsa temmelig langsom.
Som noget helt ekseptionalt bgr det noteres at vi ikke behgver at kende vaer-
dien af k i sztning 4. Vi kan udvide o til en afbildning

&:ODkﬁNN
k=1

hvor ¢ altsa stadig er injektiv og hvor det ogsa stadig er muligt at bestemme,
ikke bare antallet af o;’er, men ogsa deres vaerdi. Hvordan det?

For at se dette lader vi a € Dy, vaere givet for et k € N, og vi setter y := o(a).
Hvis n > k er binomalkoefficienterne i udtrykket (6) alle 0 sa T,,(y) = 0 idet vi
som naevnt i beviset har 0 < y; —y;_; < k for alle j € N. Af udtrykket (12) har
vi pa den anden side T,(y) # 0 nar 0 < n < k da «;’erne opfylder a; > 0 for
hvert 7.

Vi kan altsa finde k ved at udregne T, (y) for hvert n € N. Det mindste n € N
for hvilket vi har T,,(y) = 0, opfylder af ovenstaende n = k + 1. Da vi dermed sa
kender k, fglger resten af beviset for s@tningen.

Lad os nu se pa en (delvis) generalisation af problem 2:

Saetning 5. Antag at o, 5,7 € R. Hvis (a8, Bv,7) € O3 sa er det muligt ud fra

folgen
0 = (on)nen = (lelBln]]]),cn (13)

at bestemme veerdierne af o, B og 7.

Bevis. Lad «, § og 7 veere givet med de navnte egenskaber. Vi finder ved
udregning at

on = afyn—af{m}t —a{{fyn} - f{yn}}; (14)
+ {{apn} —ab{yn} — o{{Byn} - B{mn}}}
for hvert n € N. Pa samme made som i saetning 4 “maler” vi pa fglgen, og

finder derved nok information til at kunne udlede de gnskede storrelser. Vi har
umiddelbart af (14) at

T :=lim In _ a7y,
non
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Idet der igen henvises til (14) finder vi af setning 3 at

m
1
2 = Il’l—g Tln—an
m M 0

aﬁx + oy — Bz} + {2z — afzr — a{y — fz}}) dzdydx

\\

(aﬁx +afy — pz} + ) dydzx
]

0,12

1 1
= afr+ -a+ - | dx
/[0,1} ( 2 2)

1
= 3 (af +a+1)
Vi er nu lgbet tgr for nemme mader at male pa, men der er en udvej der dog

kraever en del regneri. Bruger vi igen saetning 3 fas

m

1

T; = ligln - Z (Thn — an)2
n=0
1 1
= g(oﬂﬂ2 +a®+1)+ 5(0‘25 +aB+a)
3 1
= ZT2 — gOéTQ
Idet T5 # 0 finder vi heraf
677 — 8T
o =
15
Idet o # 0 har vi
ﬂ _ 2T2 —a—1
o)
Endelig, idet vi ogsa har 3 # 0,
_ -t
7 - Oéﬂ

hvormed satningen er vist o

Saetningen kan ogsa vises i det tilfaelde hvor der kun er to tal. Det kan muligvis
ogsa lade sig ggre at vise ovenstaende sxtning i det tilfaelde hvor der er fire tal!
Det har ikke vaeret muligt for mig, at generalisere metoden i s@tningen ovenfor,
til at gaelde n > 4 tal. Det ser ikke umiddelbart ud til at der findes en “nem”
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metode, som den der er praesenteret i saetning 4.
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