
Perfekte graferSkipper Dinesen�Den stærke perfekte graf sætning�, kort betegnet STPGS, blev fremført somen formodning af den franske matematiker Claude Berge i 1961 som en konse-kvens af grafteoretikeres interesse i at farvelægge grafer. Påstanden levede somen formodning indtil 2002 hvor den blev bevist af tre af grafteoriens kanoner,Neil Robertson, Robin Thomas og Paul Seymour samt sidstnævntes elev, MariaChudnovsky. Det tog altså over 40 år at bevise påstanden og beviset er da ogsåmeget langt (over 150 sider) og uhyre komplieret. Vi vil i denne note end ikkenærme os et bevis for sætningen. (Interesserede læsere kan �nde et bevis i [4℄.)I stedet skal vi se nogle eksempler på perfekte grafer og undervejs komme ind på�den svage perfekte graf sætning�, SVPGS, der i blev fremført som formodning afClaude Berge sammen med formodningen om den stærke sætning. 10 år efter vardenne formodning blevet til en sætning, beviset udarbejdet af ungareren LaszloLovász i 1971. Beviset er uhyre elegant og bygger på, at en graf er perfekt hvisog kun hvis et bestemt konvekst polytop har heltallige hjørner. Heller ikke dettebevis vil vi vise her, men for interesserede kan det læses i f.eks. [10℄. Det kræverlidt matematisk �modenhed�, men kan ellers læses af de �este, der har beskæftigetsig med konveksitets- og grafteori.Amerikaneren Delbert Ray Fulkerson havde i en årrække forsøgt at vise den svageperfekt graf sætning. Han var ganske tæt på målet, skulle det vise sig, da han i1971 fejlagtigt kom til den konklusion, at formodningen var forkert. Han begynd-te herefter at lede efter modeksempler, men kort efter modtog han beskeden omLovász bevis og færdiggjorde herefter hurtigt sit eget bevis. Fulkerson havde etustabilt sind og begik selvmord få år senere, men han nåede dog at anerkendteLovarsz som �sejrherre�, som kvitterede ved at kreditere Fulkerson for en storandel i det endelige bevis.Som nævnt vil vi ikke bevise hverken SVPGS eller STPGS. Men vi vil naturligvisopskrive begge sætninger og gennem nogle illustrative eksempler bevise (sådanda!) at �re simple klasser af grafer er perfekte. Men først skal vi lige fortælle lidtom hvad grafer er for noget.Grundlæggende grafteoretiske begreberEn graf er et matematisk objekt bestående af knuder og kanter. Knuderne erelementer i en endelig mængde, som regel betegnet V , og kanterne angiver at derer en relation mellem visse par af elementer (altså knuder) i V . Knuder betegnes i14



regelen v og kanter betegnes e. Mængden af kanter betegnes E og ved et element
e ∈ E forstås en to-punktmængde fra V , e = {v1, v2}, v1, v2 ∈ V , i korthed blotskrevet e = v1v2. Vi siger at v1 og v2 er forbundet af kanten e = v1v2. Samletskrives G = (V, E) for en graf G med knudemængde V og kantmængde E.En vej i en graf G = (V, E) er en følge v0, e1, v1, . . . , vn−1en, vn af knuder vi ogforskellige kanter ej = vj−1vj fra henholdsvis V og E. En vej hvor v0 = vn kaldesen kreds hvis n ≥ 3. En horde i en kreds er en kant som ikke er indeholdt ikredsen, men hvis endepunkter er (se �gur 4).

Figur 1: En vej og en kreds.Visse grafer har speielle kendetegn og strukturer, der giver dem deres egne navneog betegnelser. I den komplette graf betegnet Kn er |V | = n, og alle n knuder erindbyrdes forbundet. En graf der blot er en vej på m kanter (og m + 1 knuder)betegnes Pm og en graf hvor knuder og kanter præis udgør en kreds på m kanterbetegnes Cm.Grafteori er en anvendelsesorienteret disiplin. Til løsning af praktiske formålkan knudemængden f.eks. være en samling af tra�kknudepunkter som jernba-nestationer eller broer. Men det kan også være andre ting, f.eks. fabrikker ogafsætningsmarkeder. I dette tilfælde har vi typisk en orienteret graf - men detvil vi ikke komme videre ind på her.Perfekte graferEn knudefarvning af en graf er farvelægning af hver knude i knudemængden Vsåledes, at hvis to knuder er forbundet af en kant, så skal de tildeles forskelligefarver. Det mindste antal farver der skal bruges til sådan en farvning af en graf
G kaldes det knudekromatiske tal og betegnes χ(G).Ligeledes er en kantfarvning en farvelægning af kanterne, hvor kanter opbundet tilsamme knude tildeles forskellige farver. Det mindste antal farver, der skal brugestil en kantfarvning af en graf G kaldes det kantkromatiske tal og betegnes χe(G).Ved en klike i G forstår vi en delmængde K ⊆ V af parvis forbunde knuder.Antallet af knuder i den største klike kaldes kliketallet for G og betegnes ω(G).15



P K C
5 6 4Figur 2: Tre grafer.Da samtlige knuder i en klike K er forbundne, skal vi altså til en farvning af Kbruge mindst |K| farver. Vi ser derfor middelbart, at χ(G) ≥ ω(G) for enhvergraf G.En indueret delgraf H opstår fra G = (V, E) ved at man fjerner et antal (evt.0) knuder fra V og samtlige kanter opbundet til disse knuder.

Figur 3: En graf og en indueret delgraf. En knude står nu isoleret oggrafen er ikke længere sammenhængende.Vi har nu terminologi til at kunne de�nere perfekte grafer.De�nition 1. En perfekt graf er en graf hvor
χ(H) = ω(H) (1)for enhver indueret delgraf H af G.

G er altså perfekt hvis χ(G) = ω(G) og denne ulighed holder ligemeget hvormange og hvilke knuder man fjerner, sålænge de resterende blot bibeholder derestilknyttede kanter.STPGS som vi opskriver i et senere afsnit giver en komplet klassi�kation af per-fekte grafer. Indtil da vil vi se på en anvendelse og nogle eksempler.16
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C5 S5Figur 4: Graferne K3 = C3, C5, S5 (med en horde markeret med stiplet)og P3 med største kliker markeret med fed og knudefarvninger indskrevetved knuderne. C3 er tydeligvis selv en klike, spielt af størrelse 3. Altså er
χ(C3) = ω(C3) = 3. C3 er tydeligvis perfekt. Da χ(C5) = 3 > 2 = ω(C5)er C5 ikke perfekt. S5 er heller ikke perfekt da χ(S5) = 3 > 2 = ω(S5).Det er nemt at se at enhver vej er perfekt, her P3.Svage perfekt graf sætning og eksempler på perfekte graferEn graf G = (V, E) kaldes todelt hvis knudemængden V kan opsplittes i todisjunkte mængder, V1 og V2, på en sådan måde at hver kant i E forbinder enknude i V1 med en knude i V2, altså E ⊆ {vv′|v ∈ V1, v

′ ∈ V2}. Det ses, at en graf
G er todelt hvis og kun hvis χ(G) = 2. Det er klart at χ(H) ≤ χ(G) for enhverindueret delgraf H af G. Speielt er χ(H) ≤ 2 hvis G er en todelt graf. Todeltegrafer er altså et simpelt eksempel på en hel klasse af perfekte grafer.
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e, e′ ∈ E er forbundne knuder i L(G) hvis de deler et endepunkt iG. Med symboler17



er L(G) = (E, {ee′ | e, e′ ∈ E, e ∩ e′ 6= ∅}).Det har længe været kendt, at kantgrafen L(G) for en todelt graf G er perfekt. Forat indse dette, skal vi heke, at χ(H ′) = ω(H ′) for enhver indueret delgraf H ′ af
L(G). Men enhver indueret delgraf H ′ af L(G) er kantgraf for en passende delgraf
G′ af G, så da G′ naturligvis er todelt, er det nok at vise at χ(L(G)) = ω(L(G)).Først er det klart, at hvis G = (V, E) er en (todelt) graf med kantgraf L(G) =
(V ′, E ′), så er

χe(G) = χ(L(G)). (2)Parantesen ovenfor antyder, at (2) holder for en hvilken som helst graf G.
G L(G)

r=rød
b=blå
g=gul

r r

g

b

g

r g

g

r

b

Figur 6: χe(G) = χ(L(G)).I en graf G = (V, E) betegner knudevalensen, degG(v), antallet af kanter, der har
v som endepunkt. Den maksimale knudevalens af knuder i V betegnes ∆(G). Setegningen nedenfor.Der er en konstrueret 1-1 forbindelse mellem de kanter i E, der deler et endepunkt
v ∈ V , og de inbyrdes forbundne knuder i V ′(= E): Da en kreds i en todeltgraf altid indeholder mindst �re kanter, er enhver klike K i L(G) på formen
K = {vi1 , vi2 , . . . , vin} hvor vi1 , vi2 , . . . , vin , betragtet som kanter i E, har eetfælles endepunkt fra V . Med andre ord, et sæt af kanter fra E deler et endepunkt,
v ∈ V , netop hvis de er indbyrdes forbunde knuder i V ′. De indbyrdes forbundneknuder i V ′ er netop klikerne i L(G), så vi slutter at

ω(L(G)) = ∆(G) (3)for enhver todelt graf G. For en vilkårlig graf G kan der derimod hænde, at
∆(G) < ω(L(G)). Ifølge en klassisk grafteoretisk sætning (af König) er

χe(G) = ∆(G), (4)for enhver todelt graf G. Beviset for denne påstand kan �ndes i enhver lærebogom grafteori og kombinatorik, f.eks. [3℄. Bemærk at χe(K3) = 3 > 2 = ∆(K3).Sammenholdt er
χ(L(G)) = χe(G) = ∆(G) = ω(L(G)), (5)18



G L(G) K 3

1

2

3

4 5
1 2

3

4

5

Figur 7: Til venstre: En todelt graf, hvor kanter opbundet til en knudemed maksimal knudevalens er markeret med fed. I midten: Den tilhørendekantgraf. Kliken svarende til kanterne 2�4,5 er markeret. Det er en maksi-mal klike i L(G). Til højre: L(K3) = K3 og (3) gælder derfor ikke for K3:
ω(K3) = 3 > 2 = ∆(K3).hvorfor kantgrafen for en todelt graf er perfekt.
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Figur 8: ∆(G) = χe(G) når G er todelt.Komplementærgrafen Gc til en graf G = (V, E) har knudemængde V , men toknuder er forbundet af en kant i Gc netop når de ikke er forbundne i G. Ved atetablere en række identiteter svarende til (2), (3) og (4) får man vist, at hvis Ger en todelt graf med kantgraf L(G), så er komplementærgraferne Gc og L(G)cogså perfekte. De afgørende argumenter er dog en smule sværere end vi så demovenfor. Vi vil ikke gøre mere ud af dét - resultatet er alligevel indeholdt i SVPGSsom vi opskriver her:Sætning 1 (Den svage perfekte graf sætning). En graf er perfekt hvis og kunhvis dens komplement er perfekt.
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Den stærke perfekte graf sætningDen stærke perfekte graf sætning giver en komplet klassi�kation af perfekte grafer.På den næste halve side giver vi �en halv klassi�kation� - den anden halvdel fylderover 150 sider.En hordefri kreds af længde større end 3 kaldes et hul og komplementet til ethul kaldes et antihul. C5 og S5 fra �gur 4 er eksempler på et hul henholdsvis etantihul. Hvis vi (lidt kritisabelt) siger, at i et hul er hver knude v knyttet til tonaboer, så er er v, opfattet som knude i et antihul, knyttet til alle andre knuderend sine to naboer.Vi så at C5 ikke er en perfekt graf. Indtegner vi derimod den stiplede hordefremkommer tydeligvis en perfekt graf. Mere generelt ser vi, at hvis G er et uligehul, dvs. af ulige længde, er
χ(G) = 3 > 2 = ω(G), (6)hvilket betyder, at hvis G er et hul, så er G ikke perfekt. Når G er et ulige antihulpå 2k + 1 > 3 knuder har vi

χ(G) = k + 1 > k = ω(G) (7)og en perfekt graf indeholder derfor ikke huller og antihuller af ulige længde sominduerede delgrafer. Vi har altså nemt en forudsætning for at en grafG er perfekt:Hvis G er perfekt har ethvert hul og ethvert antihul i G lige længde. Vi slutterdette afsnit med den stærke perfekte graf sætning, der siger at implikationenogså gælder den anden vej, altså at en graf uden ulige huller og ulige antihullerer perfekt.Sætning 2 (Den stærke perfekte graf sætning). En graf G er perfekt hvis og kunhvis G ikke indeholder et ulige hul og ikke indeholder et ulige antihul.Når vi siger, at en perfekt graf ikke indeholder et ulige hul eller et ulige antihulmener vi naturligvis underforstået som indueret delgraf.Med STPGS ved vi præis hvordan de perfekte grafer ser ud. Derimod videsdet ikke (af forfatteren) om der �ndes en algoritme, der i polynomiel tid kanafgøre om en forelagt graf indeholder huller eller antihuller af ulige længde.Afsluttende bemærkningerHvis man kunne have interesse i at vide lidt mere om perfekte grafer, kan detanbefales af følge indledende kurser i diskret matematik og kombinatorik. For-fatteren af denne note er gammel i gårde og er derfor ikke særlig godt bekendtmed den nye studieordning, men de tidligere kurser �Mat DM� og �Mat XX� gavbegge en god indføring i grafteori. Vil man videre med emnet er det en god ide20



(faktisk nødvendig) at beskæftige sig lidt med kombinatorisk optimering og kon-veksitetsteori.Beviset for at todelte grafer, deres kantgrafer og begges komplementærgrafer erperfekte kan vel klares inden for rammerne af et rimeligt bahelorprojekt (mendet kræver at man på forhånd er fortrolig med grafteori og optimering). Bevisetfor SVPGS er væsentligt sværere, men kan f.eks. være indeholdt i et fagprojektpå overbygningsuddannelsen.
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