Perfekte grafer

Skipper Dinesen

“Den staerke perfekte graf saetning”, kort betegnet STPGS, blev fremfgrt som
en formodning af den franske matematiker Claude Berge i 1961 som en konse-
kvens af grafteoretikeres interesse i at farvelaegge grafer. Pastanden levede som
en formodning indtil 2002 hvor den blev bevist af tre af grafteoriens kanoner,
Neil Robertson, Robin Thomas og Paul Seymour samt sidstnavntes elev, Maria
Chudnovsky. Det tog altsa over 40 ar at bevise pastanden og beviset er da ogsa
meget langt (over 150 sider) og uhyre kompliceret. Vi vil i denne note end ikke
narme os et bevis for setningen. (Interesserede lasere kan finde et bevis i [4].)
I stedet skal vi se nogle eksempler pa perfekte grafer og undervejs komme ind pa
“den svage perfekte graf saetning”, SVPGS, der i blev fremfgrt som formodning af
Claude Berge sammen med formodningen om den steerke satning. 10 ar efter var
denne formodning blevet til en saetning, beviset udarbejdet af ungareren Laszlo
Lovész i 1971. Beviset er uhyre elegant og bygger pa, at en graf er perfekt hvis
og kun hvis et bestemt konvekst polytop har heltallige hjorner. Heller ikke dette
bevis vil vi vise her, men for interesserede kan det laeses i f.eks. [10]. Det kraever
lidt matematisk “modenhed”, men kan ellers laeses af de fleste, der har beskaeftiget
sig med konveksitets- og grafteori.

Amerikaneren Delbert Ray Fulkerson havde i en arrackke forsggt at vise den svage
perfekt graf seetning. Han var ganske tat pa malet, skulle det vise sig, da han i
1971 fejlagtigt kom til den konklusion, at formodningen var forkert. Han begynd-
te herefter at lede efter modeksempler, men kort efter modtog han beskeden om
Lovész bevis og faerdiggjorde herefter hurtigt sit eget bevis. Fulkerson havde et
ustabilt sind og begik selvmord fa ar senere, men han naede dog at anerkendte
Lovarsz som “sejrherre”, som kvitterede ved at kreditere Fulkerson for en stor
andel i det endelige bevis.

Som neevnt vil vi ikke bevise hverken SVPGS eller STPGS. Men vi vil naturligvis
opskrive begge s@tninger og gennem nogle illustrative eksempler bevise (sadan
da!) at fire simple klasser af grafer er perfekte. Men forst skal vi lige forteelle lidt
om hvad grafer er for noget.

Grundlaeggende grafteoretiske begreber

En graf er et matematisk objekt bestaende af knuder og kanter. Knuderne er
elementer i en endelig maengde, som regel betegnet V', og kanterne angiver at der
er en relation mellem visse par af elementer (altsa knuder) i V. Knuder betegnes i

14



regelen v og kanter betegnes e. Mangden af kanter betegnes E og ved et element
e € E forstas en to-punktmengde fra V', e = {vy,v2},v1,v2 € V, i korthed blot
skrevet e = vyvy. Vi siger at v; og vy er forbundet af kanten e = vyvy. Samlet
skrives G = (V, E) for en graf G med knudemzngde V' og kantmangde F.

En vej i en graf G = (V, E) er en folge vy, e1,v1, ..., 0,164, v, af knuder v; og
forskellige kanter e; = v;_,v; fra henholdsvis V' og E. En vej hvor vy = v,, kaldes
en kreds hvis n > 3. En chorde 1 en kreds er en kant som ikke er indeholdt i
kredsen, men hvis endepunkter er (se figur 4).

Figur 1: En vej og en kreds.

Visse grafer har specielle kendetegn og strukturer, der giver dem deres egne navne
og betegnelser. I den komplette graf betegnet K, er |V| = n, og alle n knuder er
indbyrdes forbundet. En graf der blot er en vej pa m kanter (og m + 1 knuder)
betegnes P,, og en graf hvor knuder og kanter praecis udggr en kreds pa m kanter
betegnes C,,.

Grafteori er en anvendelsesorienteret disciplin. Til lgsning af praktiske formal
kan knudemaengden f.eks. veere en samling af trafikknudepunkter som jernba-
nestationer eller broer. Men det kan ogsa veere andre ting, f.eks. fabrikker og
afsetningsmarkeder. I dette tilfaelde har vi typisk en orienteret graf - men det
vil vi ikke komme videre ind pa her.

Perfekte grafer

En knudefarvning af en graf er farveleegning af hver knude i knudemaengden V'
saledes, at hvis to knuder er forbundet af en kant, sa skal de tildeles forskellige
farver. Det mindste antal farver der skal bruges til sadan en farvning af en graf
G kaldes det knudekromatiske tal og betegnes x(G).

Ligeledes er en kantfarvning en farvelaegning af kanterne, hvor kanter opbundet til
samme knude tildeles forskellige farver. Det mindste antal farver, der skal bruges
til en kantfarvning af en graf G kaldes det kantkromatiske tal og betegnes x.(G).
Ved en klike i G forstar vi en delmangde K C V af parvis forbunde knuder.
Antallet af knuder i den storste klike kaldes kliketallet for G og betegnes w(G).
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Figur 2: Tre grafer.

Da samtlige knuder i en klike K er forbundne, skal vi altsa til en farvning af K
bruge mindst | K| farver. Vi ser derfor middelbart, at x(G) > w(G) for enhver
graf G.

En induceret delgraf H opstar fra G = (V, E) ved at man fjerner et antal (evt.
0) knuder fra V' og samtlige kanter opbundet til disse knuder.

W

Figur 3: En graf og en induceret delgraf. En knude star nu isoleret og
grafen er ikke laengere sammenhengende.

Vi har nu terminologi til at kunne definere perfekte grafer.

Definition 1. En perfekt graf er en graf hvor

X(H) = w(H) (1)
for enhver induceret delgraf H af G.

G er altsa perfekt hvis x(G) = w(G) og denne ulighed holder ligemeget hvor
mange og hvilke knuder man fjerner, saleenge de resterende blot bibeholder deres
tilknyttede kanter.

STPGS som vi opskriver i et senere afsnit giver en komplet klassifikation af per-
fekte grafer. Indtil da vil vi se pa en anvendelse og nogle eksempler.
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Figur 4: Graferne K3 = C3,C5, S5 (med en chorde markeret med stiplet)
og P53 med stgrste kliker markeret med fed og knudefarvninger indskrevet
ved knuderne. Cj er tydeligvis selv en klike, spcielt af stgrrelse 3. Altsa er
X(C3) = w(C3) = 3. C3 er tydeligvis perfekt. Da x(C5) = 3 > 2 = w(C5)
er C5 ikke perfekt. S5 er heller ikke perfekt da x(S5) = 3 > 2 = w(S5).
Det er nemt at se at enhver vej er perfekt, her Ps.

Svage perfekt graf setning og eksempler pa perfekte grafer

En graf G = (V| F) kaldes todelt hvis knudemangden V' kan opsplittes i to
disjunkte maengder, V7 og V5, pa en sadan made at hver kant i E forbinder en
knude i V4 med en knude i V3, altsa E C {vv'|v € Vi,0v" € V5}. Det ses, at en graf
G er todelt hvis og kun hvis x(G) = 2. Det er klart at x(H) < x(G) for enhver
induceret delgraf H af G. Specielt er x(H) < 2 hvis G er en todelt graf. Todelte
grafer er altsa et simpelt eksempel pa en hel klasse af perfekte grafer.

4
G L(G)

Figur 5: En todelt graf og dens kantgraf. Nummerering af kanter i GG
modsvarer nummerering af knuder i L(G).

Med afseet i todelte grafer kan vi hurtigt konstruere flere klasser af perfekte grafer.
Kantgrafen, L(G), for en graf G = (V| E') er grafen med knudemangde E og hvor
e, € € E er forbundne knuder i L(G) hvis de deler et endepunkt i G. Med symboler
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er L(G) = (E,{ec/ | e, € E;ene # @}).

Det har leenge veeret kendt, at kantgrafen L(G) for en todelt graf G er perfekt. For
at indse dette, skal vi checke, at x(H') = w(H') for enhver induceret delgraf H' af
L(G). Men enhver induceret delgraf H' af L(G) er kantgraf for en passende delgraf
G’ af G, sa da G’ naturligvis er todelt, er det nok at vise at x(L(G)) = w(L(G)).
Forst er det klart, at hvis G = (V, E) er en (todelt) graf med kantgraf L(G) =
(V',E'), sa er

Xe(G) = X (L(G)). (2)
Parantesen ovenfor antyder, at (2) holder for en hvilken som helst graf G.
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Figur 6: x.(G) = x(L(G)).

[ en graf G = (V, E) betegner knudevalensen, degq(v), antallet af kanter, der har
v som endepunkt. Den maksimale knudevalens af knuder i V' betegnes A(G). Se
tegningen nedenfor.

Der er en konstrueret 1-1 forbindelse mellem de kanter i E, der deler et endepunkt
v € V, og de inbyrdes forbundne knuder i V'(= E): Da en kreds i en todelt
graf altid indeholder mindst fire kanter, er enhver klike K i L(G) pa formen
K = {vi,vi,,...,v;, } hvor v;,v;,,...,v;,, betragtet som kanter i E, har eet
feelles endepunkt fra V. Med andre ord, et sat af kanter fra £/ deler et endepunkt,
v € V, netop hvis de er indbyrdes forbunde knuder i V’. De indbyrdes forbundne
knuder i V' er netop klikerne i L(G), sa vi slutter at

w(L(G)) = AG) (3)

for enhver todelt graf G. For en vilkarlig graf G kan der derimod haende, at
A(G) < w(L(@)). Ifplge en klassisk grafteoretisk saetning (af Konig) er

Xe(G) = A(G), (4)

for enhver todelt graf G. Beviset for denne pastand kan findes i enhver laerebog
om grafteori og kombinatorik, f.eks. |3]. Bemaerk at x.(K3) = 3 > 2 = A(Kj).
Sammenholdt er

X(L(G)) = xe(G) = A(G) = w(L(G)), (5)
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Figur 7: Til venstre: En todelt graf, hvor kanter opbundet til en knude
med maksimal knudevalens er markeret med fed. I midten: Den tilhgrende
kantgraf. Kliken svarende til kanterne 2,4,5 er markeret. Det er en maksi-
mal klike i L(G). Til hgjre: L(K3) = K3 og (3) geelder derfor ikke for Kj:
w(K3) =3>2=A(Kj3).

hvorfor kantgrafen for en todelt graf er perfekt.

r=rgd G
b=bla
g=gul

Figur 8: A(G) = x.(G) nar G er todelt.

Komplementaergrafen G° til en graf G = (V, E) har knudemangde V', men to
knuder er forbundet af en kant i G° netop nar de ikke er forbundne i G. Ved at
etablere en rackke identiteter svarende til (2), (3) og (4) far man vist, at hvis G
er en todelt graf med kantgraf L(G), s er komplementzergraferne G¢ og L(G)*
ogsa perfekte. De afggrende argumenter er dog en smule svaerere end vi sa dem
ovenfor. Vi vil ikke ggre mere ud af dét - resultatet er alligevel indeholdt i SVPGS
som vi opskriver her:

Seetning 1 (Den svage perfekte graf satning). En graf er perfekt hvis og kun
hvis dens komplement er perfekt.
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Den staerke perfekte graf ssetning

Den staerke perfekte graf ssetning giver en komplet klassifikation af perfekte grafer.
Pa den naeste halve side giver vi “en halv klassifikation” - den anden halvdel fylder
over 150 sider.

En chordefri kreds af leengde storre end 3 kaldes et hul og komplementet til et
hul kaldes et antihul. Cs og Ss fra figur 4 er eksempler pa et hul henholdsvis et
antihul. Hvis vi (lidt kritisabelt) siger, at i et hul er hver knude v knyttet til to
naboer, sa er er v, opfattet som knude i et antihul, knyttet til alle andre knuder
end sine to naboer.

Vi sa at Cy ikke er en perfekt graf. Indtegner vi derimod den stiplede chorde
fremkommer tydeligvis en perfekt graf. Mere generelt ser vi, at hvis G er et ulige
hul, dvs. af ulige leengde, er

X(G) =3>2=w(G), (6)

hvilket betyder, at hvis G er et hul, sa er G ikke perfekt. Nar GG er et ulige antihul
pa 2k + 1 > 3 knuder har vi

NG =k+1>Fk=w(G) (7)

og en perfekt graf indeholder derfor ikke huller og antihuller af ulige lzengde som
inducerede delgrafer. Vi har altsa nemt en forudsaetning for at en graf G er perfekt:
Hvis G er perfekt har ethvert hul og ethvert antihul i G lige lzengde. Vi slutter
dette afsnit med den steerke perfekte graf seetning, der siger at implikationen
ogsa geelder den anden vej, altsa at en graf uden ulige huller og ulige antihuller
er perfekt.

Seetning 2 (Den staerke perfekte graf seetning). En graf G er perfekt hvis og kun
hvis G ikke indeholder et ulige hul og ikke indeholder et ulige antihul.

Nar vi siger, at en perfekt graf ikke indeholder et ulige hul eller et ulige antihul
mener vi naturligvis underforstaet som induceret delgraf.

Med STPGS ved vi praecis hvordan de perfekte grafer ser ud. Derimod vides
det ikke (af forfatteren) om der findes en algoritme, der i polynomiel tid kan
afggre om en forelagt graf indeholder huller eller antihuller af ulige laengde.

Afsluttende bemeerkninger

Hvis man kunne have interesse i at vide lidt mere om perfekte grafer, kan det
anbefales af folge indledende kurser i diskret matematik og kombinatorik. For-
fatteren af denne note er gammel i garde og er derfor ikke swrlig godt bekendt
med den nye studieordning, men de tidligere kurser “Mat DM” og “Mat XX” gav
begge en god indfgring i grafteori. Vil man videre med emnet er det en god ide
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(faktisk nodvendig) at beskeeftige sig lidt med kombinatorisk optimering og kon-
veksitetsteori.

Beviset for at todelte grafer, deres kantgrafer og begges komplementaergrafer er
perfekte kan vel klares inden for rammerne af et rimeligt bachelorprojekt (men
det kraever at man pa forhand er fortrolig med grafteori og optimering). Beviset
for SVPGS er vaesentligt sveerere, men kan f.eks. vaere indeholdt i et fagprojekt
pa overbygningsuddannelsen.
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