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[ en koncentrationslejr under anden verdenskrig opfandt Jean Leray spektral-
fglgebegrebet. Formalet var for Leray at bestemme homologi og kohomologi af
kaedekomplekser. Siden da har anvendelsen af spektralfslger spredt sig til andre
grene af matematikken, og bruges inden for omrader som topologi, algebraisk
topologi, differentialgeometri og algebraisk geometri.

Et interessant eksempel pa hvad man kan bruge spektralfglger til, er den
generelle version af Kiinneths satning for dobbeltkomplekser, nemlig Kiinneths
spektralfglgesaetning.

Seetning. Lad (K*,dg) og (L*,dy) vere to Ny-differentialgraduerede moduler
over en kommutativ ring R. Lad K* veere flad og lad dix og dy begge have grad
1. Da geelder:

Der eksisterer en spektralfolge med

B}t~ B Tor® (H*(K*), H'(L")).
a+b=q

Denne spektralfolge ligger © anden kvadrant. Hvis spektralfolgen konvergerer, da
konvergerer den mod H(K* ®pr L*,dg).

Jeg vil i denne artikel introducere nogle af de vigtige begreber der optraeder i
denne sztning. Formalet er ikke at give en fuldstaendig forstaelse for ssetningen,
men blot at give en ide om hvad spektralfglger er. Beviset for saetningen vil vi
ikke komme ind pa, men blot henvise til [McCleary].

Definition af spektralfglger

Definition: Differentialbigradueret modul.
A** er en differentialbigradueret modul, hvis fglgende er opfyldt:

1. A% = {AP9}, ez, hvor AP? er en modul for alle p, ¢ € Z. A** er altsa en
familie af moduler over R.

2. A** har et differentiale d4 af bigrad enten (s,1 — s) eller (—s, —1 + s), for
et s € Z. Det vil sige, at for alle par (p,q) € Z x Z findes der en homomorfi
kaldet da, siledes at enten dy : AP? — APTSITI= (grad (s,1 — s)) eller
da: AP? — AP=5471%5 (orad (—s, —1+5)), samt at d4oda = 0. Vi betegner
altsa med d4 elementerne i en mangde af afbildninger med samme navn,
der opfylder ovenstaende krav.



Den differentialbigraduerede modul A** med differentiale d4 skrives (A™*, dy).

Definition: Spektralfolge.
En spektralfglge er en familie af differentialbigraduerede moduler {E** d, },cn,
om hvilken der gelder fglgende:

1. Differentialerne, {d,},cn, har alle enten bigrad (r,1 — r) eller alle bigrad
(—r,—147). I forste tilfaelde er spektralfglgen af kohomologisk type, i andet
tilfaelde af homologisk type.

2. For p,q € Z og r € N gaelder, for den kohomologiske type, at

ker(d, : BP9 — Eptrati-n)
EP% ~ OPYE** d,) = r Ly 5
r+1 ( r ) im (dr : Ef—r,q—l—i-r _ E,I«)’q)

og tilsvarende for den homologiske type.

Det r’te element i familien kaldes for spektralfglgens F,.-side, og vi illustrerer
denne ved i hvert gitterpunkt (p, ¢) i planen at placere EP4. Differentialerne bliver
da illustreret ved vektoren med koordinaterne (r,1—r) eller (—r, —14-r) alt efter
spektralfglgens type. Fs—siden af en spektralfglge af kohomologisk type ser altsa
saledes ud:

q

Hvis der om en spektralfolge gaelder, at EP9 ~ {0} nar p < 0 eller ¢ < 0, siger vi,
at spektralfglgen ligger i 1. kvadrant. Tilsvarende defineres 2., 3. og 4. kvadrant
spektralfolger.

Bemeaerkning. Kravet om at djod4 = 0 i definitionen af differentialbigraduerede
moduler sikrer os, at vi kan komme fra en side af en spektralfglge til den naeste ved
at tage homologi (se definitionen af spektralfolger punkt 2). Bemaerk endvidere,
at differentialerne ikke kan have vilkarlige bigrader, da de afhaenger af r. Desuden
bestemmer differentialerne i E,.-siden E,; men ikke d, .



MaAlet for 1. kvadrant spektralfglger

Vi er interesserede i, hvordan E,—siden for en 1. kvadrant spektralfglge af ko-
homologisk type ser ud, nar r vokser. Jo storre r bliver, desto flere differentialer
vil pege uden for 1. kvadrant og dermed veere nulafbildninger, hvis kerne selv-
folgelig er hele definitionsmangden. Nar vi sa gar videre til naeste side ved at
tage homologi, vil alle de gitterpunkter hvis diffferentiale "stikker uden for", for-
blive de samme som i siden fgr. Mere formelt: Lad en 1. kvadrant spektralfslge
{E¥*,d, },en af kohomologisk type vaere givet. Betragt EP9 for r € N, p,q € Ny
hvor r > max{p, ¢ + 1}. Pa folgende illustration er r = 5,p =4,¢ = 3.

q

\p

d, har bigrad (r,1 —r) og vi har d, : EP? — EPTHI=" Dar > g+ 1 er
0> q+1—r, og dermed er EPT"4T1=" ~ 10} da {E"*,d, }en jo er en 1. kvadrant
spektralfglge. Dermed er d, nulafbildningen og folgeligt er ker d, = EP9. Ser vi

samtidig pa d, : BP9 — EP4 far vi, da r > p medfgrer 0 > p — r, at
Ep~ra=147 ~ {0} siledes at im d, bliver triviel. Da vi kommer fra en side til den

naste ved at tage homologi, far vi, at EVY, ~ }fgf = EP9. Lader vi r vokse
far vi altsa, at EPf = EP? for k > 0. Vi kalder modulen EP? for malet for

spektralfolgen i (p, q) og betegner den E1.

For 2.,3. og 4. kvadrant spektralfglger er det mere kompliceret at definere
malet. Man er da nedt til at beskrive spektralfolgen ved hjlp af et sakaldt tarn
af undermoduler af en given modul. Ud fra dette tarn kan vi da definere malet for
spektralfglgen. Uden af ga i detaljer vedrgrende konstruktionen af tarnet, fglger
her den mere preecise definition af E2:7.

Definition: E21.
Lad {E"*, d, },en veere en spektralfolge af kohomologisk type, og lad

ByCB3C---CB,C---CZ,C---C Z3C 7 C E}*

vaere tarnet for denne spektralfolge horende til (p,q). Vi siger, at et element
e € EY? overlever til det r'te niveau, hvis e ligger i kernen for differentialerne
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dy,ds, ..., d,—1. Vi definerer ZL7 := N, 23,1245, det vil sige undermodulen af
EP? der bestar af elementerne, der overlever ethvert niveau. Tilsvarende definerer
vi BB = Upea3,..3BE. Det kan vises, at BR? C ZF:?, saledes at vi kan give den
onskede definition

EPa .= 704/ BPA,

EP4 kaldes malet for spektralfalgen i (p, ).

Fra definitionen ses det, at £2: lgst sagt er den modul, man nar frem til efter
en uendelig reekke beregninger af homologi. Det er dog ofte ikke malet for en
spektralfglge vi gnsker at bestemme, men derimod den modul fglgen konvergerer
mod. Man definere konvergensbegrebet ved hjalp af malet for en spektralfplge,
men vi vil ikke ga videre ind i dette.

Der er flere mader, hvorpa en spektralfglge kan opsta. Det kan veere via en
filtreret differentialgradueret modul eller via et eksakt par bestaende af to bigra-
duerede moduler med tre homomorfier, der gennem en itereret proces bestemmer
en spektralfolge (faktisk giver disse to meget forskellige metoder anledning til den
samme spektralfplge). I beviset for Kiinneths spektralfolgessetning anvendes et
dobbeltkompleks med filtreringer som ogsa giver anledning til en spektralfglge.
For en dybere indfgring i emnet spektralfglger henvises til [McCleary|.

Litteraturliste

[McCleary| J. McCleary: A User’s Guide to Spectral Sequences, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, United Kingdom (2001).

[Weibel| C. A. Weibel: An introduction to homological algebra, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, United Kingdom (1994).



