Fire farver er nok
Karl Malassé

100 ar i tvivl

Et kort kan farves med fire farver, sa omrader, som har en grense til felles,
far forskellige farver. Problemstillingen blev forst formuleret af Francis Guthrie i
1852, og fik en afklaring, da det fgrste bevis for 4-farve-seetningen kom i 1977. Det
to-delte bevis kom forst fra K. Appel, og W. Haken[1|, og senere sammen med J.
Koch|2] for den anden del. Et lignende, men nemmere bevis kom nzesten 20 ar
efter fra Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour og Thomas Robin[5].
Disse er de to eneste tilgaengelige beviser for 4-farve-satningen. Jeg gengiver her
de begreber fra grafteori, som er ngdvendige for forstaelsen og giver et overordnet
indblik i bevisernes felles ramme.

Kort VS. graf

En farvning af Sjeellands amtskort med fire farver (her er
det mgnstre) ses pa figuren til venstre. Kgbenhavns Amt og
Storstroms Amt er prikket, Vestsjellands Amt og Frederiks-
borg Amt er gitret, Roskilde Amt er stribet, og det eksterne
omrade (havet) er ifort sma krydser. Naboomrader, altsa om-
rader, som har en graense til faelles, har forskellige farver, og
fire farver er ogsa her det mindste antal farver, sa dette er til-
faeldet. Roskilde amt, Kgbenhavns amt, og Frederiksborg amt
er nemlig indbyrdes naboer, og alene dér skal der bruges tre farver. Disse omra-
der er allesammen naboer til det eksterne omrade, og farven i dette omrade skal
derfor vaere forskellig fra de tre gvrige. Resten af farvningen fglger nemt.

Skulle man bevise 4-farve-seetningen udfra ovenstaende kort-formulering, skul-
le man definere formelt, hvad der forstas ved et kort. En definition vil medtage
topologiske informationer, sasom afstand og omraders indbyrdes placering. Disse
oplysninger er irrelevante i vores sammenhaeng. En farvning af et omrade for-
udseztter blot kendskab til naboernes farve. Vi kan derfor med fordel definere
en symmetrisk relation R pa mangden V' af omraderne, ved at to omrader er
i relation, safremt de er naboomrader. Udfra denne relation kan vi konstruere
mengden £ = {(v,w) | vRw, v € V, w € V}. Parret G = (V, E) kaldes den
duale graf til kortet.

Duale grafer er blot en lille maengde af, hvad der normalt forstas ved gra-
fer i grafteori. Givet en ikke-tom mangde V og en (muligvis tom) maengde
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E = {(v,w) |v,w € V}, er parret G = (V, E) en graf. Elementerne i V' kal-
des normalt knuder, og V siges at veere knudemangden. Elementerne i £ kaldes
normalt kanter, og F siges at veere kantmaengden. For os er elementerne i kant-
mangden uordnede par, hvorfor de grafer, vi har med at ggre, er uorienterede.
Hvis kanten (v, w) findes, siges v og w at veere naboknuder. En akvivalent pro-
blemstilling af 4-farve-problemet er nu at farve knuderne i den duale graf med
fire farver, sa naboknuder ikke far samme farve.

En reprasentation af en graf kan have forskellige egenska-
ber. Sarligt er vi interesseret i de grafer, som kan reprasen-
teres saledes, at grafens kanter ikke mgdes andre steder end
i faelles endeknuder. Disse typer grafer kaldes planare grafer,
og en sadan repraesentation kaldes en planar reprasentation.
Man begyndte formentligt at interessere sig for denne type gra-
fer netop i forbindelse med 4-farve-problemet. Specielt er den
duale graf til et kort en planar graf, og en planar repraesenta-
tion af den fas ved, at en hovedstad udpeges i hvert omrade, og to hovedstaeder
forbindes med en kant, safremt deres respektive omrader har en granse til feelles.
En planar reprasentation af den duale graf til Sjaellands amtskort ses pa figuren
herover til hgjre.

Om en graf er planar eller ej kan vaere sveert
at afggre. At en graf er planar er ikke ensbe-
tydende med, at samtlige repraesentationer af
den er planare. Omvendt er det ikke fordi, der
ikke findes en umiddelbar planar repraesenta-
tion af en graf, at den ikke er planar. Pa figur

(a) (b) 1(a) er en planar graf illustreret med en planar
repraesentation. Pa figur 1(b) er illustreret en
ikke-planar repraesentation af den samme graf.

De planare grafer, som er relevant for os, er
dem, som er maettet i kanter, d.v.s planare grafer, som mister planariteten ved at
tilfaje blot én kant. Grafer med denne egenskab kaldes for maksimale planare
grafer. Den planare graf repraesenteret pa figur 1(a) er en maksimal planar graf
med fire knuder.

En planar tegning af en planar graf inducerer en naturlig inddeling af tegne-
planen i flader. Fladerne har kanter fra kantmaengden som granse og udstyrer
grafen med et topologisk aspekt. En planar tegning af en planar graf har saledes
flader, men det har en graf ikke.

En 4-farvning af en graf er en farvning af grafens knuder med fire farver,
sa naboknuder far forskellige farver. Formuleringen af 4-farve-problemet i graf-
versionen omfatter lidt flere grafer end de grafer, som kan vaere duale. Dog for-
bydes kanter af formen (v,v),v € V, for ellers vil en knude vaere nabo til sig
selv. En sadan kant kaldes en lgkke. Problemformuleringen af 4-farve-problemet
i graf-versionen betegnes fra nu af 4CT, og er som folger.

Figur 1:
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Hovedsaetning (4-farve-setningen). Enhver lgkkefri planar graf kan 4-farves.

Minimale modeksempler

En vej er en fglge af forskellige knuder vy, . .., v,,

hvor kanterne (v, v;41)1<i<n er 1 kantmeeng- U U U5 U U U5
den. En graf siges at vaere sammenhaengen-

de, safremt der findes en vej mellem to vilkarli-

ge knuder. Grafer, som er usammenhangende, U, U T U, U5 Ty
bestar af flere komponenter. Den komponent,

som en knude v er en del af, er den stgrste (a) (b)

sammenhangende delgraf, som indeholder v.

Folgelig har en sammenhsengende graf én komponent. En reprasentation af en
sammenheangende graf ses pa figur (a), medens figur (b) repraesenterer en usam-
menhaengende graf. I den sidstneevnte findes der ingen vej mellem f.eks. v; og
vs. Delgrafen, bestaende af knuderne vs og vg, og kanten (vs vg), er den storste
sammenhangende delgraf, som indeholder bade v3 og vg og er derfor en kompo-
nent. En anden komponent i den samme graf af delgrafen med knudemangden
V' = {v1,v9,v4,v5} og kantmeengden E = {(vq, v2), (v1,v5), (v1,v4), (vs, v2), (v4g, v5)}.

En triangulering er en repreesentation af en planar graf, hvor hver flade
(ogsa den uendelige flade) er en trekant, d.v.s. at de hver er begrenset med
tre kanter. Figurl(a) kan man se et eksempel pa en triangulering. Bemeerk, at
denne graf ogsa er maksimal planar. Dette er ingen tilfaeldighed. Enhver planar
repraesentation af en maksimal planar graf er en triangulering|4, 6].

Antag, at 4-farve-saetningen ikke gaelder. Der findes altsa planare grafer, som
ikke kan 4-farves. Disse grafer er modeksempler til 4 CT og er derfor lgkkefrie pla-
nare grafer. Betragt mangden af alle disse modeksempler. Man kan dele maengden
i minimale klasser ved eksempelvis blot at betragte modeksemplerne med feerrest
knuder eller faerrest kanter m.v., bare de er minimale i en eller anden forstand.

Til vores brug betragter vi de modeksempler, som har feerrest knuder. De er
minimale i antallet af knuder og kaldes af den grund minimale modeksemp-
ler. Graferne i denne klasse har fglgelig samme antal knuder og har den egenskab,
at planare grafer med faerre knuder kan 4-farves, og dette er en direkte konsekvens
af minimaliteten. Er en graf et minimalt modeksempel til 4 CT, medforer det dog
ikke, at planare grafer med samme antal knuder ogsa er det. En formel definition
folger:

Definition 1. Ft minimalt modeksempel til ACT er en planar graf G, som ikke
kan 4-farves, og for enhver planar graf G*, som opfylder, at |G*(V)| < |G(V)],
kan G* 4-farves.

Nar man nu vil vise, at JCT galder, er vores mal at samle sa mange oplys-
ninger som muligt om minimale modeksempler og habe pa, at de er tilstraekkelige
til at vise, at minimale modeksempler ikke findes.
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En undersggelse af minimale modeksempler viser, at det er maksimale planare
grafer[6, 4], og dermed, at enhver planar reprasentation af dem er en triangule-
ring.

Vi definerer graden af en knude v til at veere antallet af kanter, som v er
endeknude for. Folgelig er graden af en knude v ogsa antallet af dens naboer, og
en knude af grad k kaldes en k-knude. En kreds er en vej, som starter og ender
i samme knude. Laengden af en kreds er antallet af forskellige knuder i kredsen.
En kreds af leengde k kaldes en k-kreds.

At et minimalt modeksempel er maksimal
planar medforer, at vi ved praecist, hvordan
nabolaget til en k-knude ser ud. Naboerne dan-
ner nemlig en kreds af leengde £, som illustreret
pa figuren til venstre. Fjerner man kredsens
knuder fra grafen, og alle de kanter, som de
er endeknuder for, far man en ny (usammen-
hengende) graf bestaende af to komponenter,
hvorfor kredsen er adskillende. I det tilfaelde, som er illustreret pa figuren, vil
den ene komponent besta af blot knuden v, da den adskillende kreds bestar af
naboerne. Dette er imidlertid kun et specielt tilfaelde, for kredse kan ogsa adskille
grafen i stgrre komponenter.

En videreundersggelse af minimale modeksempler viser, at de ikke har nogen
adskillende kreds af laengde tre eller fire. Det forste tilfeelde vises senere, mens
beviset for den anden kan findes i [6, 4]. Endvidere ligger de eneste adskillende 5-
kredse i minimale modeksempler omkring 5-knuder. En graf med denne egenskab
kaldes internt 6-sammenhangende. Dette har til folge, at minimale modek-
sempler ingen knuder har af grad tre eller fire, for ellers vil deres naboer udggre
en adskillende kreds af leengde hhv. tre eller fire.

Borte borte ...

At samle oplysninger om, hvordan et minimalt modeksempel ikke ser ud, spiller
en central rolle i 4-farve-problemet. Vi betragter en delgraf G af et minimalt
modeksempel 7', og groft sagt 4-farver induktivt 7\ G og udvider denne 4-farvning
til en 4-farvning af T". Induktionen starter ved grafer med hgjst fire knuder, som
jo trivielt kan 4-farves. Hvis dette lykkes, kan denne fremgangsmade papege nogle
delgrafer, som ikke kan vaere indeholdt i et minimalt modeksempel.

For at kunne bruge denne metode, betragter vi delgrafer med visse egenskaber.
Antag, vi har en 4-farvning af G og betragt to knuder v; og v, i G. Hvis disse
knuder er naboknuder i 7', men ikke i G, har de maske faet samme farve i 4-
farvningen af G, og vi far besvaer, nar vi skal udvide 4-farvningen af G til en 4-
farvning af T'. Vi gnsker derfor at undga dette problem og definerer de delgrafer,
vi gnsker:

Definition 2. G er en induceret delgraf af en maksimal planar graf T, safremt
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G er en delgraf af T og hver kant i T med begge endeknuder i G(V') er i G.

Nar vi betragter en induceret delgraf, har vi brug for at vide, hvordan del-
grafen er indeholdt i den oprindelige graf. En konfiguration er et veerktgj, som
udstyrer en induceret delgraf med oplysninger om knudernes grad i den oprinde-
lige graf.

Definition 3. En konfiguration er en induceret delgraf G af T udstyret med
en afbildning v : G(V) = N, sd Yv € G(V),~(v) = gradr(v), hvor gradr(v) er
graden af knuden v i T

Definition 4. En konfiguration (G,v) indgédr i T, sifremt G er en induceret
delgraf af T og hver knude v i G har grad vy(v) i T.

Et eksempel pa en meget simpel konfigu-
ration er en knude af grad tre. Vi viser her,
at minimale modeksempler ingen 3-knude har.
Lad derfor GG,,, veere et minimalt modeksempel,
og lad v vaere en 3-knude. Som illustreret pa fi-
guren , danner naboerne omkring v en 3-kreds,
som er en adskillende 3-kreds, idet kredsens in-
dre ikke er tom. Betragt nu grafen G, \ {v},

Figur 2: hvor man fjerner v fra den oprindelige graf,

samt alle de kanter som v er endeknude for.

Denne graf har én knude faerre end G,,, og kan induktivt 4-farves, hvor naboerne

til v far tre forskellige farver, da de er indbyrdes naboer. Pa figuren har naboerne

faet farverne rgd, gron, og bla og repraesenteres med deres forste bogstav. Denne

4-farvning kan udvides til en 4-farvning af GG,,, hvor v far den fjerde farve. GG,

kan derfor ikke vaere et minimalt modeksempel, og dermed har et minimalt mo-
deksempel ingen 3-knude.

Formalet er at finde konfigurationer, som ikke kan indga i et minimalt mod-
eksempel. En konfiguration med denne egenskab kaldes reducibel. En knude af
grad tre er en reducibel konfiguration. Om lidt viser jeg, at en anden konfiguration
ved navn Birkhoffs diamant er en reducibel konfiguration. En (meget) determi-
neret og (meget) opfindsom person kan dermed sztte sig ned og begynde at lede
efter reducible konfigurationer. Men det er ikke nok. For selvom man kan danne
et bibliotek af reducible konfigurationer, siger det kun noget om, hvordan et mini-
malt modeksempel ikke ser ud. Hvis man derimod kan vise, at mangden af de
fundne reducible konfigurationer er uundgéelig, d.v.s at mindst en af konfigura-
tionerne i maengden indgar i ethvert minimalt modeksempel, har man modbevist
eksistensen af minimale modeksempler og har bevist 4-farve-saetningen.

For dette er hele essensen i de to tilgeengelige beviser for JCT. Bade Appel,
Haken og Koch i forste omgang og RSSR senere fremviste en uundgaelig maeng-
de af reducible konfigurationer. Den fgrstnaevnte indeholdt 1476 konfigurationer,
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mens den seneste "kun” indeholdt 633. Dér spillede EDB en stor rolle, for indlejre-
de Kempe-kade argumenter sammen med manipulationer af grafer bliver hurtigt
uoverskuelige. Reducibiliten af konfigurationerne sikres af et computerprogram.
Ligeledes vises konfigurationerne uundgaeligt ved hjzlp af en computer.

Diamant og kaeder

Jeg viser om lidt reducibiliteten af en mere kompliceret konfiguration. Beviset
kraever imidlertid et veerktgj, kaldet Kempe-kader, som jeg vil starte med at
prasentere.

Betragt en 4-farvet planar graf G og to farver a og b. Delgrafen (G, , bestaende
af knuder farvet med a eller b og alle kanterne mellem dem, er selv en planar graf.
Det er dog ikke sikkert, at G, , er sammenhangende, og G, bestar derfor af
én eller flere komponenter. Disse komponenter kaldes for a-b Kempe-kaeder.
Begrebet Kempe-kaeder stammer fra Kempes forsgg pa at bevise 4CT i 1879
og bliver i hgj grad brugt i behandlingen af 4-farve-problemet. Kempes “bevis”
blev bredt anerkendt som vaerende et bevis til 4-farve-szetningen, men indeholdt
imidlertid en fejl, det blev papeget af P. J. Heawood i 1890.

Betragt en 4-farvning af en planar sammenhaen-

gende graf som illustreret pa figuren (a) til venstre.

Blandt de fire farver er farverne sort og hvid. Pa fi-

guren er knuderne farvet med en af disse to farver
(a) (b)

reprasenteret med store hvide eller sorte cirkler. De

gvrige knuder farvet med en af de to andre farver

er reprasenteret ens med sma cirkler. En planar re-
preesentation af delgrafen Ggor nvia Ses pa figur (b) og bestar af to komponenter.
Hver af disse er en sort-hvid Kempe-kaede.

Kempe-kaeder bruges til at @ndre en 4-farvning af en graf ved et bytte om
pa farverne i en hel Kempe-kaede. For sadan, som vi har konstrueret dem, har
knuderne i a-b Kempe-kade ingen nabo i den oprindelige graf farvet a og b, og
som ikke allerede er en del af den samme a-b Kempe-kaede. Dette betyder formelt,
at man kan permutere farverne a og b i en a-b Kempe-kaede uden at bryde 4-
farvningen af den oprindelig graf. Man far naturligvis en anden 4-farvning af
grafen, men ikke desto mindre er denne 4-farvning gyldig.

Vi fortsaetter med vores eksempel og bytter om

pa farverne sort og hvid i den ene sort-hvide Kempe-
kaede. Den anden lader vi sta uesendret. En repree-
sentation af den nye farvning ses pa figur (a). Den
(a) (b)

oprindelige 4-farvning af grafen @endres tilsvarende
og illustreres pa figur (b).

Som et eksempel pa en mere avanceret reducibel konfiguration betragter vi
Birkhoffs diamant. Birkhoffs diamant bestar af en 5-knude med tre pa hinanden
fglgende naboknuder af grad fem. Disse knuder er repraesenteret ved sorte knuder
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i figuren nedenfor til hgjre. Denne konfiguration er opkaldt efter G. D. Birkhoff|3],
som har vist i 1913, at denne konfiguration ikke kan indga i et minimalt modek-
sempel. Jeg gengiver her hans argumenter.

Antag, at en sadan konfiguration er indeholdt i
et minimalt modeksempel G,,, altsa, at grafen G,
indeholder en 5-knude, som har tre naboer af grad
fem. En planar repraesentation af G,, illustreres pa
figuren til hgjre og konstrueres udfra, at G, er mak-
simal planar. Pa denne reprasenation har de sor-
te knuder grad fem. Lad C betegne 6-kredsen
V1, Vg, U3, Uy, Us, Vg, V1. Vi ved ikke noget om graderne
af knuderne i C', men ved derimod, at kredsen C' er
en adskillende 6-kreds.

Betragt grafen G,,,, hvor man fjerner det in- N )
dre af 6-kredsen i G,,, altsa, hvor man fjerner 5- [
knuderne fra Birkhoffs diamant (de sorte knuder)
og alle de kanter, som de er endeknuder for. Vi konstruerer en ny graf G, , udfra
Gy pa folgende made:

e Knudemengden af G, er G, (V) \ {va, va} U{vo4}.

e Kanterne af G, ,, som hverken har v, eller v, som endeknude, er med i
kantmengden af G, ,, medens naboerne til v, og vs4 i G, bliver naboer
til voq i G7,, -

e Kanten (vq4,vg) tilfojes kantmaengden.

Den nye graf G, ser indviklet ud, men er faktisk resultatet af en ganske al-

mindelig manipulation i grafteori. For kanten (vg4,vg) er tilfgjet, har vi blot
identificeret knuderne vy og vy i knuden vy 4. Dette betyder, at vi har smeltet
knuderne sammen i én og samme knude, og at de identificerede knuders naboer
bliver naboer til den nye knude.

Den planare reprasentation af G’my til ven-
stre kan hjalpe laeseren med at indse resultatet
af manipulationerne. Jeg pastar nu, at G, er
en lgkkefri og planar graf. Hvis vy og vy var
naboknuder i G,,, vil planariteten af G,,, tvin-
ge vs til at vaere en 3-knude, hvilket vi har
""""""""""""""" — vist, ikke er indeholdt i et minimalt modek-

sempel. Derfor findes kanten (vg4,ve4) ikke,
hvorfor G, er lokkefri. Planariteten sikres af figuren til venstre. Endvidere har
G, feerre knuder end G,,. Grafen G, | kan derfor 4-farves induktivt, og vi be-
tragter en 4-farvning af den. Da vy, vg, v2 4 er indbyrdes naboer, skal tre af farvene
bruges pa dem. Har vi farvene rgd, sort, bla og gren til at farve med, kan vi anta-
ge, at v; eksempelvis er farvet rod, ve4 er farvet bla, og at v er farvet grgn. Der
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er ikke sa mange muligheder for de andre knuder. Knuden vz har faet en farve
blandt rgd, sort og grgn, og knuden v; har enten faet rgd eller sort.

En 4-farvning af G7, , inducerer en forelgbig delvis 4-farvning af G,, hvor
knuderne vy og vy far samme farve. Det er ikke et problem, for et ovenstaende
argument sikrer, vy og v, ikke kan vaere naboknuder i G,,,. Vi mangler nu blot at
farve det indre af kredsen, og det er lige netop det, vi gor nu.

Vi kan ikke forudsige mere og er derfor ngdt til at kigge pa alle de seks
muligheder, som de mulige farvninger af vz og vs; medfgrer. Disse muligheder er
illustreret pa figur 3. Et hurtigt tjek viser, at en udvidelse af den delvis 4-farvning
til den indre af kredsen er umiddelbar i alle tilfaeldene pa neer i tilfaeldet, hvor v
og vs er farvet rgd (tilfzeldet (¢)). Her bliver vi ngdt til at anvende et Kempe-keaede
argument.

Hvis v3 og v5 er en del af den samme rgd-sorte
Kempe-kaede, bestar denne kaede af knuder i det y-
dre af C'. Den grgn-bla Kempe-kade, som vy er en del
af, vil derfor ikke have faelles knuder med den rgd-sorte
Kempe-kaede, som v3 og vs er en del af. Derfor sikrer
planariteten af G,,, at vy og v, ikke er en del af den
samme grgn-bla Kempe-kaede. Vi kan derfor bytte om
pa farvene i den grgn-bla Kempe-kaede, som vy er en
del af, og vi far en ny delvis 4-farvning af G,,,, hvor v, er
grgn, og vi kan udvide denne farvning til en 4-farvning
af G,,, som illustreret pa figuren til hgjre.

Hvis vs og vs derimod ikke er i den samme rgd-
sorte Kempe-kaede, betragter vi den rgd-sorte Kempe-kaede, som vs er en del af.
Hvis ikke v; er en del af den, bytter vi om pa farvene og far en ny delvis farvning
af G,,, hvor vz er i sort. Vi kan nu udvide til en 4-farvning af G,,, som i tilfaeldet
(e) illustreret pa figur 3.

Vi mangler nu det tilfeelde, hvor v; og v3 er en del af den samme rgd-sorte
Kempe-kaede, og vs er ikke en del af den. I dette tilfazelde kan vi bytte om pa
farvene i den regd-sorte Kempe-kaede, som vs er en del af. [ denne nye farvning er
vs 1 sort, hvorfor vi ender med tilfeeldet (d) af figur 3.

Vi har veeret alle mulighederne igennem og kan dermed konkludere, at Birk-
hoffs diamant ikke kan indga i et minimalt modeksempel, og at det derfor er en
reducibel konfiguration.
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