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2x4-LEGO-klodsen, f. 1949. Har siden sine fgrste dage vaeret kilde til megen kreativitet, og
med tiden ogsd givet anledning til matematiske spekulationer. En lille gruppe
matematikere fra HC® har i de seneste &r forsggt at ggre rede for bl.a. hvordan antallet af
bygninger der kan bygges med 1.EGO-klodser afhanger af antallet af klodser. Her har
2x4-klodsen, blandt de uendeligt mange tankelige 1.EGO-klodser, opndet en status som
den kanoniske LEGO-klods
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virker pa partitionen A = (5,4, 2, 1). Desuden har vi benyttet Saetning 3, til at se
hvordan gode bokse i A haenger sammen med gode hokse i AM.
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Klassifikation af endeligdimensionelle
moduler over semisimple Lie algebraer

Betina Jensen

Dette er en kort oversigtsartikel om dele af teorien om Lie algebraer og moduler
over disse. Artiklen behandler bl.a. rodrumsdekomposition, veegtrum og klassifi-
kation af endeligdimensionelle irreducible moduler over semisimple Lie algebraer.

Indledning

Lie algebraer er nogle algebraiske objekter, som udover at vaere interessante i sig
selv, er relevante i forbindelse med studiet af Lie grupper. Lie grupper er mang-
foldigheder, som er udstyret med en gruppestruktur. Sidstnaevnte er interessante,
bl.a. fordi de finder anvendelse i mange forskellige grene af matematikken, fx diffe-
rentialligninger, talteori, geometri og matematisk fysik. Der er en taet forbindelse
mellem Lie algebraer og Lie grupper, sa ved at studere Lie algebraer, kan vi laere
noget om Lie grupper. En begrundelse for at studere Lie algebraerne i stedet for
Lie grupperne er, at de er algebraiske objekter, som er "lettere" at studere, bl.a.
fordi man kan benytte sig af linear algebra. En made at studere Lie algebraer pa
er at studere de moduler, en Lie algebra tillader. I denne artikel vil vi kigge pa
irreducible moduler over semisimple Lie algebraer.

Lie algebraer og moduler

I det folgende lader vi F betegne et legeme.

Definition 1. En Lie algebra L over F er et vektorrum over F, udstyret med en
bilinewr operation [—,—]: L x L — L ("bracket"), som opfylder folgende betin-
gelser

(a) [z,2] =0 for allex € L
(0) [z, [y, 2] + vy, [z 2]] + [2, [&,y]] =0 for alle x,y,z € L

(Den sidste betingelse i definitionen kaldes Jacobiidentiteten.)

Bemzerk at (a) medforer at —[z,y] = [y, «] for alle z,y € L (ses ved at benytte
bilineariteten pa [v + y,z + y]). En Lie algebra L kaldes abelsk, hvis [z,y] = 0
for alle z,y € L. Til ethvert element x € L knyttes afbildningen adz: L — L,
givet ved adz(y) = [z,y]. Enhver Lie algebra L udstyres med bilinearformen
B: L x L — F, givet ved Bp(z,y) = Tr(adz o ady), hvor Tr betegner sporet.
Denne afbildning kaldes Killingformen.



Definition 2. En modul V' over L er et vektorrum over F udstyret med en L
multiplikation L x V. — V', betegnet (z,v) — z.v, med folgende egenskaber

e (ax +by).v = a(zv) + b(y.v)
e z.(av + bw) = a(z.v) + b(z.w)
e [z,ylv=2yv—yav
for alle x,y € L, v,w €V og a,b €F.

I resten af denne artikel antages L at veere en endeligdimensionel Lie algebra
over F.

Lad V og W veere L-moduler. En modul-homomorfi ¢: V' — W er en F-
lineaer afbildning, som har egenskaben p(z.v) = x.p(v) for alle z € L, v € V.
En modul-isomorfi er en bijektiv modul-homomorfi. Vi siger at V' er irreducibel,
hvis V' ikke indeholder nogen agte undermoduler, bortset fra 0. Modulen V' kaldes
fuldstendig reducibel, hvis V' kan skrives som en direkte sum af irreducible un-
dermoduler. Med direkte sum af undermoduler, menes blot direkte sum af de
underliggende vektorrum. Et element v € V' kaldes cyklisk i V', hvis der geelder
folgende: For enhver undermodul U C V, med v € U, geelder at U = V.

Bemaerkning 3. For enhver irreducibel L-modul V' galder at alle elementer
v e V\{0} er cykliske i V.

Et element z i L kaldes ad semisimpelt, hvis afbildningen adx: L — L er

diagonaliserbar. Lie algebraen L kaldes semisimpel, hvis Killingformen By, er ikke
degenereret, dvs. hvis der for ethvert = € L geelder, at Br(z,y) =0 foralley € L
hvis og kun hvis x = 0. Hvis L er semisimpel, er enhver endeligdimensionel L—
modul fuldstaendig reducibel (jf. |1, thm. 6.3]).
Eksempel 4. Vi betragter vektorrummet s[(2, C), bestaende af alle 2x 2 matricer
med vardier i C, hvis spor er lig 0. Nar vi udstyrer s[(2,C) med operationen
[—, —]: s[(2,C) — sl(2,C) givet ved kommutatoren [X,Y] = XY — Y X, er det
let at tjekke at s[(2,C) bliver en Lie algebra over C. Standardbasen for s((2,C)
bestér af elementerne

(01 A A
T=loo )Y " \10)%®" Lo 1)

Vi ser at [h, 2] = 2z, [h,y] = —2y og [z,y] = h. Vha. dette er det let at tjekke at
5[(2,C) er semisimpel.

Rodrumsdekomposition

Vi antager nu at L er semisimpel og at F er algebraisk afsluttet og af karakteristik
0, fx F=C.

Det kan vises at der findes en Lie delalgebra i L bestaende af ad-semisimple e-
lementer (jf. [1, § 8.1]). Sidanne delalgebraer kaldes torale. Vi vaelger en maksimal
toral Lie delalgebra H i L. Det kan vises at enhver toral Lie delalgebra er abelsk
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Eksempler p4 Mullineux-afbildningen og Satning 3

Lad os igen betragte partitionen A = (5,4,2,1). Denne partition er specielt 3-
regulaer, hvorfor vi kan sette p = 3. I nedenstaende Young-diagram er hver af
3-randene for partitionerne A\; = X\, Ay = I(\1) og A3 = I()\) angivet med et ¢
svarende til den partition den tilhgrer.

3[3[2]1]1]
312121
1)1
1]
Vi ser altsi, at Mullineux-symbolet for A er G3(\) = (Z 2 g), og finder heraf at

Mullineux-symbolet for AM er G3(AM) = (537).

Vi kan nu ophygge A\M ved at tilfgje de tre 3-rande:
2[2[2]1]1]1]

313
1]1

=l

og finder siledes AM = (9, 3).

Fra Eksempel 7 ved vi, at A har to gode bokse, nemlig boks (1,5) med rest-
klassen 1 og boks (3,2) med restklassen 2. Vi vil nu finde de tilsvarende gode
bokse for AM.

Lad A = (3,2) € Y()\). Vi skal nu finde (A \ A)M. Dertil finder vi forst
Mullineux-symbolet for A\ A:

3]2
2|2]1

—_

1]

= Ot

dvs. vi har G3(A\ 4) = (

n W
SN—

l»—tll—t w|w

Heraf finder vi G3((A\ A)M) = (32%). hvilket giver os

3
1(1

w

2[2]2]1]1]1]1]

Vi har altsa (A\ 4A)M = (9,2).

Det viser sig altsa, at fjernelsen af den gode boks A fra A og derefter Mullineux-
konjugering, svarer til forst at Mullineux-konjugere og derefter fjerne boks (2, 3)
fra AM. Da A er en god boks med restklassen 2, giver Sxtning 3, at boks (2,3)
er en god boks for AM med restklasse —2 = 1. At dette rent faktisk er tilfzeldet,
konstateres nemt ved hjaelp af Boksfglgen for A\M.

Pa samme made kan vi se, at der gaelder

(M boks (1,5))M = MM\ boks (1,9).

Vi har altsd nu defineret Mullineux-afbildningen A — A, og set hvordan den
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Saetning 8. Antag at X' er en p-reguler partition med v’ dele og e(N') = a'. Sd
findes der en p-regquler partition A\ med r dele, e(\) = a og I(X\) = N hvis og kun
huvis folgende betingelser alle er opfyldt:
i) 0<r—1" <p.
ii) Form=da +r—r"+¢& gelderm <a<m+p, hvore =0 hvisp | a’ og 1
ellers.
iii) Hvis r =1’ si geelder p | a.
iv) Huvis r— 1’ =p si gelder p1a.

Dette giver nogle restriktioner pa indgangene i Mullineux-symbolet, hvorfor to

tilfeeldige folger (ai,...,as) og (r1,...,7,) ikke ngdvendigvis bestemmer en p-
regulaer partition.
Har vi til gengeeld to folger (aq,. .., as) 0g (71, ...,74) som overholder restrik-

tionerne, sa siger saetningen os, at der findes en partition A med Mullineux-symbol

Gp()\) _ (a1 az ...aa).

Vi er nu larl1g2t"(-)r;1 leenge klar til at beskrive Mullineux-afbildningen.
ay as ... an

Lad X veaere en p-regulaer partition med Mullinenx-symbol G,(\) = (Tl - M) og
lad folgen (si,...,s,) veere givet ved

Si:ai*ﬂ;*f’fi,

hvor £; = 0 hvis p | a; og £; = 1 ellers. Da geelder:

Seetning 9. Folgerne (ay,...,a,) 09 (S1,...,Sa) givet ovenfor, bestemmer enty-
digt en folge af p-requleere partitioner N, fori=1,2,..., «, siledes at hver N har
s; dele, e(X)) = a; og I(N)) = N 4.

Dette vises ved at vise, at betingelserne i)-iv) fra Saetning 8 er opfyldt.

Med oventaende notation defineres Mullineux-afbildningen, som den afbild-
ning der sender den p-regulaere partition A med Mullineux-symbol

Gm:(“l a . aa)

™M T2 ... Tqo

over i den entydigt bestemte partition, AM (= )| fra satning 9), med Mullineux-

symbol
G()\M)*(al Ay ... a,a)
» = .

S1 S92 ... Sqa

Vi kalder AM for den Mullineux-konjugerede til ).
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(jf. |1, lemma 8.1]). Specielt ses, vha. Jacobiidentiteten, at ad H = {ad h|h € H }
bestar af kommuterende diagonaliserbare lineaere afbildninger pa L, og dermed
kan disse diagonaliseres samtidigt. Vi saetter nu, for ethvert a € H*,

L,={x€eL|adh(zx) = a(h)z for alle h € H }.

Idet ad h’erne kunne diagonaliseres samtidigt, er det klart at L = @, .. Lo Vi
kalder en afbildning o € H* for en rod og L, for et rodrum, hvis bade o # 0 og
Lo # 0, og vi saetter @ til at vaere maengden af rodder. Bemaerk at & ma vaere
endelig, idet dimgL < oo. Det kan vises at Ly = H (|1, prop. 8.2|), og dermed

far vi
L=Ho@ L. (1)
acd

Bemeaerk at rgdderne og dekompositionen ovenfor afhenger af valget af den mak-
simale torale Lie delalgebra. Vi kalder ® for rodsystemet for L mht. H og (1)
kaldes rodrumsdekompositionen af L mht. H. Rodrumsdekompositionen har man-
ge nyttige egenskaber. Vi fremhaever nogle nedenfor — for beviser henvises til |1,
kap. 8|.

Saetning 5. Med notationen ovenfor geelder:

(a) spang® = H*.

(b) Hvis a € ® sd er —a € P.

(¢c) For € ® og o € L, \ {0} findes et y, € L_, sdledes at x,, Yo 09
ha = [Tas Ya] udgor en basis for en Lie delalgebra i L isomorf med s1(2,F)

via isomorfien Ty — 01 — 00 e — 1o
d) For a € ® geelder at dim L, = 1.

(
(e) For o € ® og ¢ € F geelder, at hvis ca € ® sd md ¢ = £1.
(f) Fora,B € ®, hvor a+ 3 € ®, geelder at [Ly, Lg] = Loyp-

Det kan vises at der findes en basis II C @ for rodsystemet (se [1, thm.
10.1]). Dette indebaerer bl.a. at enhver rod ¢ € ® har en entydig opskrivning
© = qen katr, hvor alle ky’erne enten er positive heltal eller de alle er negative
heltal. P4 denne méade inddeles rgdderne i positive hhv. negative, alt efter om
koefficienterne i den entydige opskrivning er positive eller negative. Mangden af
positive rodder betegnes &+ og mangden af negative rgdder betegnes ®~. Vi
indfgrer en ordensrelation ” <7 pa H*, hvori der for de positive rodder p € &+
gelder at 0 < ¢; definer at © < A hvis og kun hvis A — p er en sum af positive
rgdder eller g = A.
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Vaegtrum

Vi fortsaetter med notationen fra afsnit 1. Lad V vaere en L-modul og set, for
hvert A € H*,
Vi={veV]|hv=Ah)vforalleheH}.

Nar V) # 0 kaldes V) et vegtrum og X kaldes en vegt af H pa V.

Definition 6. En maksimal vektor af vegt A i V' er en vektor v € Vy, hvor v # 0
0g Lov =0 for alle o € 11.

Ved at benytte den entydige opskrivning af de positive rgdder som heltals
linearkombinationer af elementerne fra IT, samt saetning 5(f), kan det vises at hvis
Lov =0 for alle a € II, ma ogsa L,.v =0 for alle « € . Hvis v er cyklisk i V/,
for en maksimal vektor v af vaegt X\ iV, siger vi at V er standard cyklisk over L
med hgjeste vaegt A ("hgjeste" begrundes i saetning 7(b)).

Fastseet, for hvert a € @, elementer x, € L, \ {0}, yo € L, \ {0} og
ha = [Za, Y| som i setning 5(c).

Saetning 7. Lad v veere en maksimal vektor af vegt X i’V og antag at v er cyklisk
iV. Lad . = {p1,...,Bn}. Da gelder

(a) V = spang{ yzall - y;;;;vl i, €No} og V =@Bycp Vo

() Enhver vaegt u paé V kan skrives pd formen p =X\ — >
ko 'erne ligger i No. Specielt ses at pp < .

(c) For ethvert p € H* geelder at dimV,, < 0o og dim V) = 1.

wctt Kact, hvor alle

Korollar 8. Lad v vere en maksimal vektor af vegt X i V og antag at V' er
irreducibel. Da er v den entydigt bestemte maksimale vektor iV, optil skalarmul-
tiplikation.

Saetning 9. Lad V og W wveere standard cykliske L moduler med hgjeste veegt A.
Huvis V. og W er irreducible, da er de isomorfe.

Saetning 10. For ethvert A € H* findes en irreducibel standard cyklisk L modul
V(X)) med hgjeste vegt .

For beviser henvises til [1, thm. 20.2|, [1, kor. 20.2|, |1, thm. 20.3A] og |1, thm.
20.3 BJ.
Til ethvert A € H* findes altsd en modul V(\) og en maksimal vektor v, €
) af veegt A med folgende egenskaber:

(A

(i) h.uy = A(h)vy for alle h € H.
(#4) Lawvy =0 for alle « € O
(27) vy er cyklisk i V().

Saet nu

v

={Xe€ H"| AMha) € Nq for alle o € IT }.

AT kaldes maengden af dominante heltalsvegte.

Eksempel 6. Lad 4-signaturfolgen X veere givet ved

X:2+3-14+2— 14+ 0+ 3+ 1— 24 2— 14+ 0— 3— 0+ 0+ 2— 3— 1+ 0— 3+.

Ved udregning af o(i,7) fori € {0,...,3} ogj € {1,...,20}, ses det, at vi har
m(X) =2, m(X)=3 mX)=1 o9 m(X)=0

og wo(X)=1, wi(X)=3, w(X)=-1 o9 w3(X)=-1.

Restklasserne 0,1 og 2 er altsa gode restklasser for X. Desuden ser vi at

cg 09 c15 er O-normale 15 er 0-god
c3,¢5 0g ci1g er I-normale cig er 1-god
¢y er 2-normal ¢y er 2-god.

Boksfglgen N()) for en partition A bestar af restklasserne for T-boksene og F-
boksene i restklassediagrammet for den pagaldende partition, laest fra gverst til
hgjre mod venstre og nedad. T-bokse indgar med fortegnet —, og F-bokse indgar
med fortegnet +. En boksfelge er saledes altid alternerende.

En F-boks med restklassen i i restklassediagrammet for partitionen A, er en
god boks, hvis den tilsvarende signatur i boksfolgen N(A) er i-god.

Eksempel 7. Boksfolgen for partitionen X fra Eksempel 5 er
NA): 2— 1+ 0— 24+ 0— 24+ 1— 0+ 2—.

Ved for i € {0,...,2} og j € {1,...,9} at udregne o(i,j) og peakverdierne ses
det, at 1 og 2 er gode restklasser for N(X). Det ses ogsd, at ¢y er 1-normal og
1-god, samt at cg er 2-normal og 2-god. Vi har altsd, at boksene (1,5) og (3,2) i
Young-diagrammet for X er gode bokse.

Lad nu A vaere en p-reguleer partition og betragt folgen af partitioner Ay, ..., Aot1
givet ved:
Al = )\7 )\2 :[()\1),.‘., AH»l = [()\1)~7 A(:H»l :[()\a) :®

Da er Mullineux-symbolet for A\ defineret som

Gp(/\):(al as ... au),

Ty T2 ... Ty

hvor a; = e(\;) dvs. leengden af p-randen for ); og r; er antallet af dele i ;.

Da p-randen for en partition er entydig, har vi, at Mullineux-symbolet for en
partition er entydigt bestemt. Omvendt har vi ogsa, at de to folger (ai,...,a,)
og (r1,...,7,) entydigt bestemmer A, da der kun findes én made, hvorpa man
kan tilfgje hver af de a p-rande til den foregaende partition. Det er saledes muligt
at gendanne en partition ud fra dens Mullineux-symbol.

Vi har desuden, at hver af )\;’erne er p-regulezere, da A p-regulser medfgrer at
I(N) er p-reguleer osv.

Fglgende satning giver nogle betingelser som skal vaere opfyldt, for at der
findes en p-reguleer partition A, som opfylder I(\) = .
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For en boks A = (4,7) i et Young-diagram for en partition A er p-restklassen
defineret som restklassen af j — ¢ modulo p. Et p-restklassediagram for en
partition A fas ved at skrive p-restklassen for hver boks ind i Young-diagrammet
for .

Eksempel 5. Partitionen A = (5,4,2,1) har folgende 3-restklassediagram, hvor
et tal med fodtegnet T eller F indikerer, at den pageldende boks er henholdsvis
en T-boks eller en F-boks.

1]2]0]L-]2,
0] 1]2£]0,
2,[0,
1

T

0
2
1

0r
2,
Jeg vil nu introducere generelle p-signaturfglger, da den, efter min mening, mest
overskuelige definition af en god boks for en partition A benytter sig af boksfelgen,
som er en p-signaturfelge.

En p-signatur er et par ce, hvor ¢ er en restklasse modulo p og € er et fortegn.
En folge X : c1e1 cags ... ey af p-signaturer kaldes en p-signaturfglge.

Givet en p-signaturfolge X : cie1 coe9 ... ¢y, da definerer vifor 0 < i < p—1

ogl<j<t
olij)= > ex

k<j, cp=i
hvor hvert plus i summen sattes lig +1, hvert minus sattes lig —1 og den tomme
sum settes lig 0.

For en restklasse ¢ modulo p defineres den i'te peakvaerdi m;(X) for p-
signaturfelgen X : cie1 cogs ... &y, SOM

m(X) = max{0,0(i,j) | 1< j < t},
og den i'te slutveerdi w;(X) for X, defineres som
wi(X) = o(it).
En restklasse ¢ modulo p kales en god restklasse for p-signaturfglgen X hvis
mi(X) > 0, og for k = min{j | o(¢,5) = m(X) > 0} kalder vi restklassen ¢, z-god

for X. Vi kalder desuden restklassen c;, j < ¢, ¢-normal for X, hvis ¢; er i-god
for delfplgen cie; ... cje; af X.
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Seetning 11. For ethvert A € At geelder at L modulen V (\) er endeligdimen-
sionel.

For bevis henvises til [1, thm. 21.2].

Korollar 12. Afbildningen X\ — V(X\) giver en 1 1 korrespondance mellem A
og isomorfiklasserne af endeligdimensionelle irreducible L-moduler.

For bevis henvises til [1, korollar 21.2].

Pa denne made bliver samtlige endeligdimensionelle moduler over L klassifi-
ceret. Da enhver L modul er fuldstaendig reducibel (idet L er semisimpel), dvs.
kan skrives som en direkte sum af irreducible undermoduler, og da samtlige en-
deligdimensionelle irreducible moduler er klassificeret ovenfor, kan alle endeligdi-
mensionelle moduler altsa klassificeres (op til isomorfi).

Eksemplet s[(2,C)

I dette sidste afsnit ser vi, hvordan teorien fra afsnit 1 fungerer i et konkret eksem-
pel. Vi betragter den semisimple Lie algebra L = s[(2,C) over C fra eksemplet
4. Ud fra regnereglerne s. 4 er det let at se at elementet h er ad —semisimpelt og
at Ch ma veere maksimal toral i s[(2,C), idet torale delalgebraer er abelske. Vi
saetter H = Ch. Lad o € H* veere givet ved a(h) = 2. Det er da let at se at « er
en rod, at x € L, og at y € L_,. Heraf folger specielt at L=H&® L, ® L_,. Vi
ser at T = {a}, = = {—a} og at Il = {a}. Heraf ses at maengden af dominante
vaegte bliver AT = { A € H*| A(h) € Ny }. Vi identificerer nu H* med C og A"
med Ny (vha. afbildningernes veerdi pé elementet h). Korollar 12 giver, at der
er en 1-1 korrespondance mellem Ny og maengden af isomorfiklasser af endelig-
dimensionelle irreducible L moduler. Vi skal nu beskrive denne korrespondance
lidt ngjere:

Lad A € Ny vaere givet og lad V' vaere en endeligdimensionel irreducibel L
modul med hgjeste vaegt A (jf. korollar 12). Vaelg en maksimal vektor v af vaegt
A1V, dvs. et element v € V \ {0} séledes at h.v = Xv og z.v = 0. Da V er
irreducibel, ma elementet v vaere cyklisk i V' (jf. bemeerkning 3). Seetning 7(a)
giver at V = ®uec Vi, sada dim V' < oo, ses at V), # 0 for kun endeligt mange
1 € C. Det er klart at v € V). Ved induktion ses at y™ v € V,_,, for allen € N. Da
kun endeligt mange af V,’erne er forskellige fra 0, findes altsa et NV € N; saledes
at yN o #£0 og yVtlu =0.

Lemma 13. Elementerne v, y.v, y*v, ..., y¥ v udgor en basis for vektorrummet

V.

Bevis. Bemeerk at y™ v = 0 for alle n > N. Vi ved at elementerne v, y.v, y>v, ...,
yN v udspaender V (jf. szetning 7(a)), sa det er nok at vise linezer uafhzengighed.
Antag at apv + ay.v + agy®v + - + ayy™ v = 0 for skalarer a; € C. Da ma
ogsa yN_(agv + a1y.v + a2y2_v + e+ aNyN_v) = aoyN_v = 0, og dermed ses at
ap = 0. Altsa er a;y.v+azy?v+---+any™ v = 0. Dermed ma ogsa yV ! (a;y.v +



agy? v+ - +aNyN_v) = a1y v = 0, og heraf ses at a; = 0. Fortsattes pa denne
made ses at alle a;’erne ma vaere lig med 0, og altsa er elementerne v, y.v, y2 v,
..., y¥ v linesert uafhaengige, som gnsket. O

Lemma 14. Med notation som ovenfor geelder at A = dimV — 1.

Beviset er en variant af beviset i [1, § 7.2

Bewis. Vi setter v_1 = 0, vg = v og definerer v; for alle i € N ved at satte
v; = (%)yi_vo. Vi starter med at vise folgende tre egenskaber:

(a) hv; = (\—2i)y;

(0) yvi = (i + v

(¢) zwi=(A—i+1)v—y (fori>0)
Vi bemaerker forst at y.w € V,,_, for alle w € V,,, p € C. Ved brug af dette er det
let at vise (a) ved induktion. Egenskaben (b) folger af definitionen. Vi viser nu
(c) ved induktion: Induktionsstarten er let at se, ud fra definitionen af v;. Antag
nu at z.v,_; = (A — (n — 1) + 1)v,_o for et givet n € N. Vi ser at

1, 1
v, = x.—y vy = —zy.(y
n! n!

1
= E(ym,(y"_l_vo) +h(y" ")) (f. definition 2)

1 1
= —yxU_1+ —hv,1
n n

1 1 jif. (a) samt i -
_ Zyl(/\_n+2)vn—2+E(A_Q(n_l))vn—l (.]f (a) samt induk )

tionsantagelsen

= A=n+ 2)1(71/ — Dvp1 + l(/\ —2n+2)v,_1 (jf. (b))
n

n

= A=n+1v,_q,

som gnsket.

Vi betragter nu egenskaben (¢) ovenfor for ¢ = N + 1. Da vy4; = 0 far vi
at (A — N)oy = 0. Idet vy # 0, ser vi altsa at A = N = dimV — 1 (jf. lemma
13). O
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Det store spgrgsmal er nu, hvad sammenhangen mellem X\ og A" er.

Det er tydeligt, at afbildningen A\ — A? ikke er lig afbildningen A — A7, da
der for en p-regulzer partition A ikke ngdvendigvis gaelder, at A” er p-regulaer. For
eksempel har vi, at A = (5,4,2,1) fra Eksempel 1 er 2-regulzer, mens AT ikke er
2-reguleer.

Forst i 1979, da Mullineux definerede det vi idag kalder Mullineux-afbild-
ningen A — AM, fik man en ide om sammenhangen mellem A og A\”. Han frem-
satte nemlig samtidig en formodning om, at Mullineux-afbildningen X +— A\M
faktisk var lig afbildningen A ~— A”. Denne formodning viste sig at veere rig-
tig, og det er derfor, at vi betragter Mullineux-afbildningen som en (temmelig
kompliceret) form for p-analog til transponering.

Mullineux’s formodning viste sig dog at veere en sveaer pastand at bevise, og
det lykkedes forst i 1995 for Kleschev og Ford, efter at Kleschev havde vist, at
Mullineux ‘s formodning kunne reduceres til fglgende kombinatoriske resultat:

Saetning 3. Lad den p-regulere partition A have en god boks A af restklassen i.
Da har den Mullineua-konjugerede, \M en god boks B af restklassen —i, og der

lder:
gaaer A\ A)M =AM\ B

Det skal bemerkes, at p i denne satning ikke behgver at veere et primtal, da
resultatet som sagt er rent kombinatorisk. I det efterfglgende har vi derfor p € N,
hvis ikke andet er naevnt.

For at kunne definere Mullineux-afbildningen og forsta Szetning 3 har vi brug
for en masse definitioner, sa lad os starte fra en ende af.

For en partition A er randen defineret som mangden af bokse (z,7) € Y(N),
for hvilke der geelder (i + 1,5 + 1) € V().

En delmangde af randen kaldes p-randen. Denne delmaengde bestar af et
antal segmenter af leengde p, og/eller et enkelt segment af en mindre laengde. Det
korte segment opstar, hvis der ikke er nok bokse tilbage pa randen til at danne
et helt p-segment. Det forste segment indeholder de fgrste p bokse pa randen
startende med boks (1,l;). Antag at det forrige segment slutter i raekke r, da
starter det naeste segment i razkke r + 1 med boks (r + 1,[,41) og indeholder de
naeste p bokse pa randen. Sadan fortszettes der, indtil randen ikke er lengere.

For en partition A lader vi e(\) betegne laengden af p-randen, og I(\) betegne
den partition der fremkommer nar p-randen fjernes fra A.

Eksempel 4. For den 3-reguleere partition A = (5,4,2,1) er randen angivet med
O og 3-randen angivet med * i nedenstiende Young-diagram.

e
Ol0®
®

[@®

For p=3 er altsi e(\) = 6 og I(\) = (3%).
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Forgreningsegenskaben: Lad [)\] veere en irreducibel karakter for S,. Da er

LT Y A

F-boks A € A

(A

Desuden far vi, at tensorering med fortegnsrepraesentationen har fglgende enkle
effekt pa karakteren:

Tensorering med sgn:

Lad [A] veere en irreducibel karakter for S,. Da er

[\ ®sgn = [\T].

LLad os nu se naermere pa hvad der tilsvarende sker, nar K har primtalskarakte-
ristik p. Ogsa i dette tilfaelde er der en rackke egenskaber for repraesentationerne,
der ggr, at vi kan ngjes med at se pa de irreducible karakterer. En af egenskaberne
er:

Antallet af irreducible karakterer er lig antallet af p-reguleere konju-
gationsklasser for G, altsa de konjugationsklasser af G, hvor elemen-
ternes orden ikke er delelig med p.

For S, har vi altsa, at antallet af irreducible karakterer er lig antallet af p-regulzere
konjugationsklasser for S, som igen er lig antallet af partitioner af n, hvor ingen
del er delelig med p. Ifglge et resultat af Glaisher er dette lig antallet af p-regulaere
partitioner.

Her kaldes en partition p-reguleer, hvis den ikke indeholder p eller flere dele
af samme lengde.

Vi kan altsa, nar K har primtalskarakteristik p, indeksere de irreducible ka-
rakterer for S, med p-regulaere partitioner af n, og det interessante er nu, om
dette kan gores pa en ligesa “naturlig” made som 1i tilfzeldet fra for.

Lad igen [\] betegne den irreducible karakter der indekseres med den p-
regulaere partition A. Da viser det sig, at vi kan indeksere saledes at der gaelder:

En p-analog til forgreningsegenskaben:

Lad [)] veere en irreducibel karakter for S,,. Da gelder

W, 2 Y
n—1 A

hvor der summeres over alle gode bokse, A, i A\. En god boks er en speciel F-boks

med nogen ekstra egenskaber, som vi kommer nzermere ind pa senere.
Tensorering med sgn:

Lad [A] veere en irreducibel karakter for S,. Da er

[\ @ sgn = [\,

hvor A¥ angiver en anden p-regulaer partition.
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Side 9-satning

Sara Arklint

Inden for algebra kaldes et element r i en ring for nilpotent safremt der findes et

n € N sa v = 0. Vi bemarker straks at 0 altid vil vaere nilpotent. Betragt nu

en surjektiv ringhomomorfi ¢: Ry — Ry og et nilpotent element 5 € Ry. Findes

der da et nilpotent element 71 € Ry si ¢(r;) = rq, dvs. kan vi lgfte nilpotente

elementer? Laeseren opfordres til at finde pa modeksempler. Den dovne laeser ma

ngjes med mit kedelige modeksempel som er kvotientafbildningen Z — Z/512.
Der galder dog folgende sztning:

Side 9-saetningen. Lad o/ o9 B vere C*-algebraer, og antag at vi har en surjek-
tiv x-homomorfi p: & — PB. Hvis b € B opfylder at b" =0, da findes et a € of
si p(a) =boga™=0.

Beviset er lige sa langt som det er teknisk, sa jeg ngjes med at henvise til
Catherine L. Olsen og Gert K. Pedersens artikel Corona C*-algebras and their
applications to lifting problems.! Jeg vil hellere fokusere pa de indgaende begreber.

Vi ved jo alle hvad en C*-algebra er: et normeret vektorrum der desuden er
en ring og udstyret med en involution * saledes at samtlige algebraiske strukturer
opforer sig paent i forhold til hinanden og normen. Og en x-homomorfi er si en
linezer ringhomomorfi som ogsa samarbejder med involutionen x.

Hvad der forstas ved 'paent’, kan udtrykkes i omtrent sytten ligninger. Jeg vil
dog hellere give eksempler pa C*-algebraer, og lad mig som det forste naevne de
komplekse tal C. Laeseren opfordres til at overveje eksemplet.

De komplekse tal er et saertilfeelde af to mere generelle eksempler som ogsa
skal naevnes: algebraen M,,(C) af n x n-matricer over de komplekse tal C, og
algebraen C'(X) af kontinuerte funktioner fra et kompakt hausdorffrum X til de
komplekse tal C. Operationerne i M,,(C) er de oplagte, og involutionen x er givet
ved kompleks konjugering af indgangene og dernzest transponering. T C'(X) er alle
operationer blot de punktvise—fx definerer vi f+g ved (f+g)(z) = f(z)+g(z)—
og normen er supremumsnormen || f|| = sup{|f(z)| |z € X}.

Et godt og meget tilgeengeligt eksempel pa en C*-algebra er C([0,1]). I denne
situation er det dog et meget darligt eksempel da denne C*-algebra kun har ét
nilpotent element. Den opmaerksomme laeser kan ved op til flere fremgangsmader
overbevise sig om dette. Der findes dog ikke-kommutative C*-algebraer med be-
tydeligt flere nilpotente elementer, sa Side 9-saetningen handler bestemt ikke kun
om at man kan lgfte elementet 0.

"Math. Scand. 64 (1989), no. 1, 63-86.



Max Power: En paen(t) simpel invariant

Jacob Thamsborg, jacob@thamsborg.dk

Om at gi (Klods) Sgren i bedene

I sidste ars sidste udgave af FAm@s fortalte Sgren Eilers om sit arbejde med at
klassificere skiftrum genereret af visse substitutioner op til stromningsackvivalens.
Denne klassifikation foregar ved snedig og ret overraskende brug af operator-
algebra. Jeg selv er i skrivende stund i gang med speciale hos Sgren om netop
dette emne, men min vinkel er mere direkte, da min viden om operatoralgebra
ikke er stor.

Dette skal dog ikke holde os tilbage. Vi vil med lidt lgs viden om metriske
rum og almindelig dodelig magi  men helt uden operatoralgebra reproducere
et konkret resultat fra en af Sgrens nyeste artikler, nemlig at de to substitutioner
over alfabetet {a,b, c,d} defineret ved

a +— accdadbb, b acdcbadb, ¢ aacdedbb, d+— accbdadb
hhv.
a +— accbbadd, b accdbabd, ¢ aacbbedd, d — acbedabd

genererer skiftrum som ikke er strgmningsaekvivalente. Og saledes demonstrere
at man kan leve et nasten normalt liv som matematiker, uden at vide hvad en
C*-algebra er. Men forst skal vi vist have lidt styr pa begreberne.

Jeg har tilstraebt at gore denne artikel uathaengig af Sgrens artikel, men ud-
byttet vil naturligvis vaere stgrre hvis man laeser begge. Jeg beklager notations-
forskelle, man graver sig forblgffende hurtigt ned. Kontakt mig endelig hvis du
har spgrgsmal, savner referencer eller lignende.

Symboler, sekvenser, skiftrum og substitutioner

Lad os tage det fra begyndelsen. Forst skal vi have os et alfabet, det er en ikke-
tom, endelig maengde af symboler, vi benaevner det gerne A. Et godt eksempel
kunne vaere A = {a, b, ¢, d}. Nar vi har symboler kan vi danne ord ved at satte
dem ved siden ad hinanden, f.eks. er dab og adbad helt fine ord. Mere praecist
laver vi ord ved at satte O eller flere, men dog kun endeligt mange, symboler
efter hinanden. Da ordet bestiaende af nul symboler er notorisk sveert at fa gje
pa betegner vi det med ¢, og vi saetter A* til at vaere maengden af ord lavet med
symboler fra alfabetet A.
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Et resultat af Frobenius siger nu, at man pa en naturlig made kan indeksere
de irreducible karakterer for S, ved hjeaelp af partitionerne. Vi lader derfor [A]
betegne den irreducible karakter der indekseres med partitionen A.

Med denne “naturlige” indeksering gives karaktererne for repracsentationerne
1:5,— GL(1,Q) givet ved 0 — 1 og sgn : S,, — GL(1,Q) givet ved o — sgn(o)
henholdsvis indeksene (n) og (1") (partitionen med n dele af leengde 1), og vi
skriver

1=[n] og sgn=[1"].

For nemt at kunne udregne karaktererne for repracsentationerne, har det vist sig
nyttigt at se pa en partition grafisk, i det der kaldes et Young-diagram. Givet
en partition A = (I3, ls, ..., [,), da er Young-diagrammet for A, Y()), defineret
som mengden

YA ={(0)1<i<r1<j <L}

Young-diagrammet illustreres i et diagram med r rackker, hvor rackke 7 indeholder
l; bokse. Den j’te boks i den ¢’te raekke kaldes den (i, j)'te boks.

En boks A € Y()) er en F-boks (fjernelig boks), hvis Y(A) \ A er et Young-
diagram for en partition af n — 1, og en boks B er en T-boks (tilfgjelig boks)
hvis Y(A) U B er et Young-diagram for en partition af n + 1.

Eksempel 1. Partition A\ = (5,4,2,1) kan illustreres ved nedenstiende Young-
diagram. F-bokse er markeret med et F og T-bokse er optegnet med stiplede linier.
[F]

Fl_;

LIl

Lad partitionen A=(1, ls, . ..,l,) vaere givet. Denne kan ved transponering sen-
des over i en anden partition, A7, kaldet den transponerede til \. AT er partitionen

M = (nlvn2:~-~7nl1)7

hvor n; er antallet af dele i A med laengden i eller mere.
Eksempel 2. For partition A = (5,4,2,1) er AT = (4,3,22,1). AT er illustreret

i nedenstiende Young-diagram.
[]

|

Transponering er altsa grafisk set en spejling i diagonalen. Dette geelder altid.

Naturligheden af Frobenius’ indeksering ses blandt andet, da vi far folgende re-
kursive metode til at udregne de irreducible karakterer for S,, ved hjalp af de
irreducible karakterer for S, _1:
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Mullineux-afbildningen og Mullineux’s

formodning
Rikke Eie

Jeg vil her praesentere Mullineux-afbildningen, som er en bijektiv afbildning pa
meangden af p-regulaere partitioner. Afbildningen bruges i repraesentationsteorien
for de symmetriske grupper S, og kan ses som en p-analog til den almindelige
transponering af partitioner.

Lad os starte med at forsta motivationen for at definere denne afbildning.
En repraesentation over legemet K af en endelig gruppe G, er en homomorfi

T: G— GL(n,K)

fra gruppen G ind i gruppen af invertible n x n matricer med koefficienter fra
legemet K. T kaldes en K-reprasentation af G af dimension (eller grad) n.
Karakteren y, for repraesentationen 7" er en afbildning x, : G — K. For
eksempel har vi, nar K har karakteristik 0, at x, er givet ved x,(g) = tr(T'(g))-
Vi vil her se naermere pa repraesentationer af S,,, og i forste omgang arbejde
over et legeme K med karakteristik 0. I dette tilfzelde geelder der:

Antallet af ikke-azkvivalente, irreducible K-repraesentationer af G er
lig antallet af konjugationsklasser for G.

K-reprasentationerne af G er, op til isomorfi, entydigt bestemt ved
deres karakter.

Sammen med en rakke andre egenskaber gor dette, at vi her kan ngjes med at
betragte de irreducible karakterer, dvs. karaktererne for hver akvivalensklasse af
irreducible repraesentationer.

Allerede tidligt i reprzesentationsteoriens historie blev karaktererne for de sym-
metriske grupper beregnet af Frobenius, og det viste sig, at partitioner var et godt
kombinatorisk vaerktgj at benytte sig af.

En partition \ af n € N er en sekvens af tal [y,...,l, € N, kaldet \’s dele,
for hvilke der geelder Iy > 1o > ... >, 0g Iy + 13+ ...+ [, = n. Vi skriver

A= (llsl27-"7lr)'

For den symmetriske gruppe S,, har vi saledes, nar K har karakteristik 0, at
antallet af irreducible karakterer er lig antallet af partitioner af n, da konjuga-
tionsklasserne for S, er bestemt ved cykeltyperne, og da disse oplagt svarer til
partitioner af n (jf. Mat 2AL).
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Da vi er matematikere kan vi sagtens handtere uendelighed uden hovedpine,
sa vi kan selvfplgelig ogsa betragte uendeligt lange ord. Disse, som vi kalder
sekvenser, er mere praecist fglger af symboler indekseret over maengden af heltal.
Et (i sagens natur) ufuldsteendigt eksempel er

... dabdabbadab.adbadaadbad . . .

idet vi aftaler at symbolet svarende til heltallet 0 star lige til hgjre for punktum-
met og sa gar det ellers derudaf i begge retninger. Taenk dog ikke sa meget pa
disse heltal, taenk hellere pa en sekvens som et punktum og sa uendeligt mange
symboler i begge retninger. Alle sekvenserne lavet med symboler fra alfabetet A
betegner vi AZ.

Vi er nu klar til at bygge skiftrum, vores forste milepael. Et skiftrum over
alfabetet A er en samling af nogle, men sjaeldent alle, sekvenserne fra A%. Under
visse betingelser. Forst definerer vi skiftafbildningen. Det er let, for det er bare
afbildingen T : A% — A” defineret ved at rykke punktummet en gang til hgjre.
Mere formelt er T defineret ved at vi har (T'(z)); = 2,1, for x € A% og i € Z men
taenk hellere pa at flytte punktummet. Vi kan nu formulere kravene til et skiftrum,
den dyreste version lyder at det er en delmaengde X C A% med T(X) = X som er
lukket i produkttopologien pa A% induceret af den diskrete topologi pa A. I den
billigere ende kan vi definere en naturlig metrik pa A% som placerer sekvenser
tet dersom de stemmer overens pa mange symboler omkring punktummet. Vi
kan sa kraeve lukkethed under denne metrik, stadig kombineret med invarians
under skiftafbildningen. Da metrikken faktisk inducerer produkttopologien, er
definitionerne ackvivalente, men kompakthed folger gratis med den dyre.

Aftenens andet hgjdepunkt, definition af substitutioner: En substitution T over
alfabetet A er blot en afbildning 7 : A — A*\ {€}. Ved at satte funktionsverdier
ved siden af hverandre og definere 7(¢) = € kan vi udvide til 7 : A* — A*, s giver
det ogsa mening at sammensatte 7 med sig selv. Vi kraever ydermere primitivitet
af vores substitutioner, et simpelt kriterium som udelukker visse degenererede
substitutioner, det skgjter vi elegant henover her. Man kan pa flere wevkivalente
metoder knytte et skiftrum X til en primitiv substitution 7. Den letteste er at
definere substitutionens sprog £(7) som alle ord, der forckommer som delord af
7(a) for n € N og @ € A. Vi kan nu bygge X, ved at plukke de sekvenser fra
AZ hvis delord alle er i £(7).

Lad os slutte med et lille eksempel, vi definerer Morse substitutionen 7); over
alfabetet A = {a, b} ved

ar— ab, b ba.

Prgv her om du kan finde et fixpunkt i A% for 73, eller — hvis det ikke kan lade
sig gore  sa maske et € A% med 73,(z) = 2? Kan vi sa slutte at z € X,,,?
Vi definerer 7y : A% — A” ved at lade punktummet st og anvende 7, pa hvert
enkelt symbol. Hvad si med at finde et et ord pa formen uu for u € A*\ {e} i

L(7)? Eller maske et pa formen wuu?
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At vere ens pa forskellige mader og forskellige méader at
vaere ens pa samme made

Lad os nu forestille os at vi har to skiftrum, X og Y. Man kan naturligt sperge om
de er ens, og dette er selvfplgelig tilfaeldet hvis vi faktisk har X = Y. Men ogsa
hvis vi har X # Y kan vi i visse tilfaelde opleve at de — betragtet som skiftrum

opforer sig helt identisk. Denne, lidt svagere form for lighed, fanges i folgende
definition:

Definition 1. To skiftrum X og Y kaldes konjugerede dersom der findes en
homeomorfi p : X —Y med poT =T o .

Konjugerethed er naturlig, idet den essentielt fordrer bevarelse af skiftrum-
mets struktur, bade den topologiske og den dynamiske. Men det er stadig for
staerkt for os og vi ma svaekke yderligere. For at gore det er vi ngdt til at trylle
lidt: Vi tager et skiftrum X, putter det i en sort hat og abracadabra ud
traekker vi XX, et nyt topologisk rum, der indeholder X, men hvor vi for hvert
element © € 3X tilleegger 77 () mening for alle r € R, ikke bare for heltal. Tank
pa det som muligheden for at flytte punktummet til et vilkarligt sted i sekvensen,
ogsa inde i selve symbolerne. Vi kan nu definere:

Definition 2. To skiftrum X og Y kaldes stromningsakvivalente dersom der
findes en homeomorfi ¢ : XX — XY sdledes at der for hver x € ¥ X findes
f : R — R voksende med o(T7(x)) = T/ (p(x)) for alle r € R.

Intuitionen er her, at man kan strackke hver sekvens som man lyster, dog skal
retningen opretholdes, derfor kravet om at vaere voksende. Man kan begribeligvis
definere 3X uden magi, se f.eks. definition 2 i Sgrens tidligere artikel i FAM@S,
her er vi mere dog mere interesserede i intuitionen.

Lad os parallelt med disse lighedsovervejelser introducere en simpel made at
konstruere nye skiftrum ud fra gamle:

Definition 3. Lad X vere et skiftrum over alfabetet A og lad o € A og @ ¢ A
veere symboler. Lad s : A2 — (AU {o})Z wvere den afbilding som erstatter alle
forekomster af a med «e. Vi definerer da et nyt skiftrum ved symbolekstension
som folger:

X =s(X)UT(s(X)).

Man bgr som ansvarlig matematiker tjekke at der faktisk er tale om et skiftrum,
bemark at vi er npdt til at forene med T'(s(x)) for at undga huller i sekvenserne.
Intuitionen er at vi straekker hver forekomst af « til dobbelt lengde, og ganske
rigtigt, vi far at X og X* er strgmningsaekvivalente. Mere spandende er dog
at denne konstruktion sammen med konjugerethed faktisk genererer strgmnings-
xkvivalens. Det betyder at to skiftrum X og Y er strgmningsaekvivalente netop
hvis der findes en endelig folge af skiftrum

X =X,Xp,X3,..., X, =Y
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Tid til forandring

Sara Arklint

Til september er der fire ar siden
jeg gik ind i FAM0@S’ redaktionsgruppe,
og jeg er nu naet der til i mit studium
hvor jeg hellere vil skrive speciale end
veere klistret ind i FAM@S.

Og flere af de andre i redaktions-
gruppen befinder sig i tilsvarende situa-
tioner.

I Igbet af de fire ar der er gaet, har
jeg indset at FAM@S ikke satter sig selv
op, og jeg forstar derfor nu at der er
brug for at nye traeder til og hjalper
Mikkel og Nikolaj med at fore FAM@S
videre.

Jeg ville finde det meget aergerligt
hvis FAM®S dgde hen nu. Tkke kun for-
di jeg planlaegger at skrive en formid-
lingsaktivitet og derfor har brug for et
sted den kan publiceres, men ogsa fordi
jeg er kommet til at holde af FAM®S.

For jeg anerkender FAM@S som vee-
rende en lille brik i det puslespil der
udggr vores flles identitet som stude-
rende her pa IMF.

Men at jeg holder af Famg@s, skyl-
des mest af alt det arbejde jeg sammen
med de andre i redaktionsgruppen har
lagt i bladet.

Da jeg og fem andre overtog FAM®S
for fire ar siden, havde vi store planer

om at forny FAM@S. Vi ville gore det
mere poppet.

Vi har sidenhen bragt tegneserier
og krydsogtveerser og artikelserier om
kvindelige matematikere, vi har bragt
debatindlzeg og artikelserier om krigs-
matematikere, og vi har artikelserien
Hvad forsker jeg i?. Sammenlignet med
hvordan FAM@S ville se ud hvis vi
kun bragte formidlingsaktiviteter, er
det faktisk ganske poppet nu.

Men roder man arkiverne igennem,
vil man opdage at FAM@s aldrig har
veeret ment som et tgrt blad. Faktisk
opstod FAM@S med det ene formal at
vi igen skulle have et studenterblad der
bragte tegninger og tegneserier.

Sa da vi overtog FAM@s for fire ar
siden, feorte vi overordnet set blot tra-
ditionen videre. Men vi har selvfolgelig
bidraget med nye idéer, og det er rart
at vide.

Selvom det saledes har vaeret en for-
ngjelse at lave FAM@S, ser jeg frem til
nu at leese FAM@S udelukkende som et
blad og ikke som noget jeg skal satte
pent op og skaffe artikler til og laese
korrektur pa.

Sa jeg haber der vil vaere et blad til
oktober.
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saledes at vi for hver 1 <4 < n har at X; og X, er konjugerede eller at den ene
af de to kan opnas fra den anden ved symbolekstension. Dette er bekvemt at vide
men ubekvemt at vise, isaer den ene vej rundt. Man kan naesten fornemme det
problematiske i at skifte fra den kontinuerte / reelle definition til den diskrete /
heltallige version.

At vaere eller ikke at vaere strgmningsaekvivalent

Vi har nu overstaet den ngdvendige men ogsa lidt kedelige del, nemlig at fa
styr pa begreberne, og vi er klar til at ga i kast med selve opgaven: At vise at
skiftrummene genereret af de to substitutioner i indledningen ikke er strgmnings-
@kvivalente. Det er bare ikke sa let. Kan vi hitte en made at bevaege os fra det ene
skiftrum til det andet ved konjugation og symbolekspansion er de strgmningsae-
kvivalente, men kan vi ikke, kan det jo skyldes manglende opfindsomhed snarere
end manglende strgmningsaekvivalens.

Hvad gor vi sa? Hvad nu hvis vi kunne knytte et magisk tal til hvert af de
to skiftrum og sa vise at hvis skiftrummene er strgmningsakvivalente sa er tal-
lene de samme? Og hvis sa tallene faktisk ikke var de samme? Jamen sa ville vi
jo have vist det gnskede, det lyder som en besnarende ide. Vi kalder det love-
de magiske tal en invariant fordi det ikke sendres under strgmningsasekvivalens.
Ideen er tyvstjalet fra Sgrens arbejde, hans invarianter er dog snedige grupper.
Mere generelt anvendes ideen om invarianter under forskellige former for lighed i
klassifikationsspgrgsmal bl.a. i algebraisk topologi og operatoralgebra. Husk dog
pa en ting inden vi starter: Hvis de magiske tal skulle vise sig at vare ens, ja
sa er vi ikke naet en dyt videre. Vores invariant er nemlig ikke komplet, sa vi
kan ikke slutte den anden vej, identiske magiske tal implicerer ikke ngdvendigvis
stromningsaekvivalens. Sa magisk er det desvaerre heller ikke.

Det magiske tal: Max Power

Hvad er det s, dette magiske tal, dette lys for enden af tunellen som skal lgse vores
problemer? Det er faktisk ikke sa kompliceret. Et ord, som bestar af gentagelser
af et andet ord, kalder vi en periode, laengden af dette andet ord bliver periodens
leengde og laengden af selve ordet divideret med periodens leengde er periodens
power. Det lyder nu engang bedre pa engelsk. Bemark at den sidste gentagelse
ikke behgver vaere fuldstaendig, eksempler pa perioder er a med laengde og power
1 og ordene ababa og abcdabedab der har leengde 2 henholdsvis 4 men begge power
pa 2%. Det magiske tal er sa den stgrste power vi kan finde, hvis vi leder blandt
alle perioder i substitutionens sprog, vi kalder det Maz Power. Naja, det stgrste
tal i en potentielt uendelig maengde er maske lidt vovet, sa lad os ngjes med
supremum. Og, naja igen, hvis vi gerne vil have et reelt tal som supremum ma
vi hellere sgrge for en gvre greense. Heldigvis har en klog kvinde vist, at holder
vi os til aperiodiske primitive substitutioner sa er det i orden. De aperiodiske er
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dem som genererer uendelige skiftrum, og det er ogsa de interessante, sa der er
ingen skade sket ved at ngjes med dem. Vi kan nu praecist definere:

Definition 4. Til en aperiodisk primitiv substitution T knytter vi en reel Max
Power defineret ved

MP(7) = sup{p | p er power for en periode i L(7)}

og vi postulerer at dersom de to indledningsvis definerede substitutioner som
Iykkeligvis er bade primitive og aperiodiske — genererer strgmningsakvivalente
skiftrum, ja sa har de samme Max Power.

Lad os lige tage en pause til et eksempel. Vi definerede Morse substitutionen
ovenfor, og jeg lover at den er bade primitiv og aperiodisk. Faktisk kan man
let undersgge dette — helt uden at kende definitionerne — for det program som
Sgren har udviklet og som han omtalte i sin artikel kan, blandt mange andre ting,
tjekke dette. Programmet kan dog ikke udregne Max Power, men jeg postulerer
at MP(7p/) = 2. Det er ikke sveert at vise MP(7)/) > 2 men den anden vej er er
ikke sa let. Prov det, som de siger i reklamerne.

Nu tilbage til hovedopgaven og vores postulat: Hvordan Sgren viser vi det? Ja,
det er jo sporgsmalet, lad os se hvad vi kan finde pa. Fgrst kalder vi substitutio-
nerne 7 og v for at fa hold pa tingene, skiftrummene genereret af substitutionerne
bliver sa X og X,. Vi antager nu at de faktisk er stromningsakvivalente, det er
rimeligt nok, for det er under den antagelse vi gnsker at vise MP(7) = MP(v).
Lad os s tage en periode i £(7), en god vilkarlig en. Den har jo si en tilhgrende
power. Hvad nu hvis vi ud fra den kunne bygge os en periode i £(v) med samme
power? Ja s& kunne vi faktisk udelukke MP(7) > MP(v) og den anden vej kan
sikkert klares med et symmetriargument og lidt armviften. Sa vi har allerede en
god omend lidt lgs  plan.

Lad os uddybe den lidt ved hjeelp af det vi allerede har laert. For vi ved
nemlig at vi kan komme fra X, til X,, ved konjugation, symbolekstension og,
naja, omvendt symbolekstension. Sa maske vi kan betragte perioders opfgrsel
under disse konstruktioner? Der gar dog lidt ged i det, for vi kan ikke vaere
sikre pa at eventuelle mellemliggende skiftrum er genereret af substitutioner,
s hvordan kan vi tale om perioder i dem? Vi definerer hurtigt sproget for et
vilkarligt skiftrum X til at vaere alle ord som forekommer i rummets sekvenser, vi
betegner det £(X). Sa er det i orden at tale om perioder i vilkarlige skiftrum, de
skal bare ligge i skiftrummets sprog. Og da vi har £L(7) = £(X,) og tilsvarende
for v — ja faktisk for alle primitive substitutioner — har vi ikke klodset i det. Og
sa er planen klar: Vi skal argumentere for at perioder kan krydse konjugationer,
symbolekspansioner og omvendte symbolekspansioner uden tab af power. Sa er
det bare at komme i gang med detaljerne.

Vi starter med konjugationer, de er gerne venlige. Fat to vilkarlige konjugerede
skiftrum, X og Y, vi kan valge en homeomorfi ¢ : X — Y med Top = poT.
Det viser sig, at hvis vi tager en sekvens x € X og gerne vil gatte symbolet
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@(z)p for et i € Z sa behgver vi ikke kigge pa hele 2 men kun pa symbolerne
i omegnen af x). Dette resultat kaldes Curtis-Lyndon-Hedlunds Theorem, mere
praecist findes et n € Ny og en afbildning @ fra maengden af ord af leengde 2n + 1
i £(X) til mangden af symboler i Y séledes at vi har ¢(z)p = P(Tfi—n,itn)). Vi
vil blindt stole pa dette. Men prgv at overveje kort: Det er faktisk en rimelig
konsekvens af kontinuiteten kombineret med kommutativitet af homeomorfien
og skiftafbildningen, idet vi husker at metrikken placerer sekvenser tattere pa
hinanden desto mere de stemmer overens omkring punktummet.

Det er tid til handling. Hvis nu det omtalte n var, ja, lad os bare sige 2.
Og kanhande at abcdabcdabed er en periode i X, det giver, telle talle telle,
leengde 4 og power 3. Sa findes © € X med perioden som delord, vi har altsa
T[;,i411) = abedabedabed for et eller andet ¢ € Z. Monstro vi kunne finde en god
periode et eller andet sted i Y'? Vi far

o) i,i+11) =17 fydaBy077?
idet vi indferer fglgende symbolbetegnelser
a = ®(abeda), = ®(bedab), v = P(cdabe), § = D(dabed)

og et sporgsmalstegn betyder at vi ikke rigtig kender symbolet. Er det sa godt
eller skidt? Pa den ene side er det jo godt, vi har lavet os en ny periode, endda
med samme laengde. Men pa den anden side er det skidt, for der er rgget et par
symboler i begge ender sa vi er nede pa power 2. Vi kan altsa ikke krydse en
konjugation helt uden tab af power — men vi kan faktisk ggre noget der er ligesa
godt. For bemerk at faldet i power er lig 4 divideret med laengden af perioden,
og det uanset hvor lang perioden er. S& hvad nu hvis den var meget lang? Vi
generaliserer og konkluderer i et hug:

Proposition 5. Vi kan krydse en konjugation med vilkarligt lille tab af power
ved at betragte perioder der er tilstrekkeligt lange.

Hvis man kan rumme det, kan man tanke pa at en periode af uendelig lengde
kan krydse en konjugation helt uden tab af power. Det er godt nok lidt uklart
hvordan en sadan periode skulle se ud, men tanken giver intuition.

Nu hastigt videre til symbolekspansioner, tag skiftrummet X, lad os f.eks. sige
at det er over alfabetet {a, b}, og byg skiftrummet X . Maske vii X har perioden
bbabbabb med lengde 3 og power 2%, maske den ligger i sekvensen x € X, og hvis
vi kigger i sekvensen s(x) € X kan vi — maske — finde perioden

s(bbabbabb) = bbacbbacbb

som har lengde 4 men desvaerre power pa 2%. Ak, taenkte matematikeren, og
ve, skaebnen er mig bestemt ikke venligt stemt, endnu en gang bliver der skaret
salamiskiver af min periode. Hvad ggr vi? Problemet er, at antallet, eller rettere
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frekvensen, af forekomster af a i den ufuldstaendige ende bb er mindre end i selve
det gentagne ord bba, derfor bliver bb ikke forleenget med samme faktor som bba og
vi oplever tab af power. Og denne gang gar det ikke at vaelge perioden meget lang,
for vort tab er ikke opadtil begraenset af et fast antal symboler. Og sa alligevel...
Magi ma der til, og magi er hvad vi har, vi har nemlig snydt lidt hjemme-
fra, ligesom i TV kgkkenet: I skiftrum genereret af primitive substitutioner har
hvert symbol en graensefrekvens, siledes at hvis vi betragter ord i sproget som er
tilstrackkeligt lange, sd kommer frekvensen af hvert symbol vilkarligt taet pa sym-
bolets graensesekvens. Jeg skal ikke redeggre for dette resultat her, blot paberabe
mig Perron-Frobenius’ satning og haste videre, men den skulle vaere god nok. Vi
kan nu regne, eller maske snarere pseudo-regne: Hvis perioden har uendelig laeng-
de, og den har en kort ufuldstaendig ende, f.eks. en med n € Ny symboler, ja sa
taber vi hgjst hele den ufuldstaendige ende dvs. hgjst 2 i power, det kan vi godt
leve med. Og hvis nu der er tale om en lang ufuldstzendig ende, f.eks. en som er
uendelig lang, ja sa er frekvensen af det symbol vi forleenger lig graensefrekvensen
bade i den ufuldstzendige ende og i det gentagne ord hvorfor de forleenges med
samme faktor og der er intet tab af power.
Det var nok lovlig lgssluppent, og de fleste vil nok som en slags temmermaend
insistere pa mere pracise overvejelser. Men den underliggende intuition synes
klar, sa vi vil lade det ligge her. Et andet problem er mere presserende, for
hvordan ved vi egentlig at de omtalte graensesekvenser findes i de mellemliggende
skiftrum som vi mgder pa vores tur fra X, til X,? De findes i X, og X, da
disse er genereret af primitive substitutioner, men faktisk er vi ngdt til at vise
at eksistensen af graensefrekvenser bevares under konjugation og begge veje over
symbolekspansion. Er det rimeligt at dette skulle veere sandt? Bestemt ja. Er det
sveert at vise? Nej. Men er det si besveerligt at vise? Ja, lidt besvaerligt er det.
Er det noget vi gnsker at ga dybere ind i her? Bestemt nej! I stedet skynder vi
os videre med endnu en delkonklusion:

Proposition 6. Vi kan krydse de symbolekspansioner, som vi mgder, med vil-
karligt lille tab af power ved at betragte perioder der er tilstreekkeligt lange. Og
det begge veje.

Naja, vi har faktisk slet ikke betragtet den anden vej, men problemstilling og
lgsning er de samme. Og nu, selvom det maske ikke er helt klart, er vi faktisk
meget taet pa malet.

Den Store Finale

Lad os opsummere: Vi kan beveege os fra X, til X, i trin bestaende af konju-
gation, symbolekspansion og omvendt symbolekspansion. Og hvert af disse trin
kan foretages med vilkarligt lille tab af power hvis vi betragter perioder som er
tilstrackkeligt lange. Men hvis vi nu starter med en tilfeeldig periode i X, er den
jo ikke ngdvendigvis lang, den kan simend veere ganske kort? Dette lgses ved at
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det er denne gruppe man skal forsta hvis man virkeligt vil forsta flader. (Her méa
jeg desveere indrgmme at en googlesggning af denne danske oversattelse af det
engelske ord “mapping class group” kun gav to hits, hvorimod det engelske ord
gav 66.300, hvoraf det forste er en definition fra Wikipedia!)

Da jeg kom til Oxford i 1998, havde Tillmann lige vist at den “stabile afbild-
ningsklassegruppe”, lgst sagt gruppen af symmetrier af en flade af uendelig genus,
efter at man anvender Quillen’s magiske “plus konstruktion” (den som man ogsa
bruger til at definere hgjere algebraisk K-teori) giver én et uendeligt lokkerum.
Folk var meget overraskede over dette resultat, og hun blev inviteret til den pre-
stigefulde International Congress of Mathematiciansi Kina i 2002, for at forteelle
om det. Grunden til at topologer var sa overraskede var at der faktisk var én
der havde vist at det ikke kunne veere rigtig!  en forkert konklusion fra korrekte
udregninger. Tillmann havde faktisk to beviser for sin ssetning som hver bestod
i at give en multiplikation. En af de ting jeg viste i min PhD afhandling var at
begge disse to multiplikationer faktisk er akvivalente! Dette resultat publicerede
jeg idet kendte topologitidskrift Topology. Det er her i historien at Arhus kommer
ind i hilledet: Tb Madsen fra Arhus blev straks interesseret i Tillmanns resultater
og efter samarbejde med Tillmann, beviste han sammen med Michael Weiss fra
Aberdeen en generalisering af Mumfords formodning, en formodning om kohomo-
logi af afbildningsklassegrupper som kom fra algebraisk geometri. Det giver altid
meget opmarksomhed nar man viser formodninger uden for sit eget fagomrade,
og Madsen-Weiss resultatet udkommer da ogsa snart i det mest prestigefyldte
tidsskrift af dem alle: Annals of Mathematics. Det var derfor naturligt at tage til
Arhus for at snakke med Ib, og min tid der fgrte blandt andet til at jeg fandt et
bevis for Mumfords formodning for ikke-orienterbare flader, altsa sadanne nogle
som det, to-dimensionelle reelle projektive rum, og Klein flasker, en artikel som
jeg i februar i ar sendte pa ArXiv'et (www.arxiv.org), der hvor matematikere
sender deres artikler for de udkommer i et tidskrift, og mit bevis er nu ved at
blive gennemleest af eksperter.

Men hvordan kom jeg sa til Kgbenhavn? Denne spandende historie gar helt
tilbage til en sommerkonference i Stanford, Californien i 1999, og indeholder
ogsa ikke-matematiske aspekter. Men den vil jeg lade laseren have til gode. Til
slut vil jeg blot forteelle at en god start til at laere mere om topologi er at folge
Jesper Michael’s introduktionskursus i Blok 1 til naeste efterar. Ja, den utalmodige
lzeser kan faktisk tyvstarte ved at kigge i leerebogen Algebraic Topology af Allen
Hatcher fra Cornell (som jeg igvrigt ogsa har skrevet artikler med...). Bogen
kan downloadedes fra www.math.cornell.edu/ hatcher. Kurset bliver fulgt op
i Blok 2 med kurset “Topics in Algebraic Topology”, som Jesper G. og jeg atholder.
Vi ses!
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jeg kunne have valgt andre del-cirkelskiver i D2, storre eller mindre, og placeret
anderledes. Nar der er for mange muligheder at vealge imellem i matematik, er
en god lgsning at tage dem alle sammen. I dette her tilfaelde, har vi et topologisk
rum af multiplikationer: rummet D(2) af alle indlejringer D? [ D? — D2. Hvert
punkt € D(2) kan bruges som en multiplikation pa et dobbelt lpkkerum.

Multiplikationen p er homotopi associativ ligesom for og folgende billede viser
at p ogsa er homotopi kommutativ, det vil sige at p(f, g) # u(g, f) men den ene
kan deformeres til den anden for enhver f, g (og enhver p).

®
50 (Vg @

Altsa vores multiplikation pa dobbelte lgkkerum er homotopi kommutativ pa
grund af en symmetri af cirkelskiven!

Ligesom i én dimension (tilfzeldet ) eksisterer der ogsa for 92 en szetning som
siger at et rum Y med en passende homotopi kommutativ A,-muliplikation er
homotop til et dobbelt lgkkerum. En cirkelskive med to huller  altsa et element
i D(2) ovenfor— kan ogsa opfattes som en genus 0 flade hvor randen er forening
af tre cirkler. Mere generelt er en genus 0 flade med rand &k + 1 cirkler et element
i D(k), rummet af indlejringer af k disjunkte cirkelskiver i en cirkelskive, som vi
ogsa kan opfatte som mader at gange k elementer i et dobbelt lgkkerum sammen
pa. Samlingen af elementer i {D(k)} ;>0 bestar altsa af “alle genus 0 flader med et
virkarligt antal rande”, men er ogsa lig med “alle mader at gange et vilkarligt antal
elementer sammen i Q2X”. (Og den rigtige made at udtrykke det jeg hentydede
til ved “passende homotopi kommutativ A" er at sige at operad’en {D(k)}rso0
virker pa Y...)

Hgjere genus flader med rand kan ogsa teenkes som multiplikationer. Jeg vil
ikke forklare detaljerne, men ideen kommer frem i fglgende billede, hvor man
teenker pa en multiplikation som noget med to inputs og et output:

1— 1 ‘
- |
2~ 2 ‘

Og hvorfor skulle man holde sig til 1 dimension (linier, enkelte lokkerum) og 2
dimensioner (flader, dobbelte lgkkerum), nar man kan ggre dette for et vilkarligt
Q" ja endog for n = oo, alsa et uendeligt lpkkerum, hvis man opfatter dette
passende.

Puha, jeg har nu snakket en del om lgkkerum, som jo er spandende nok i

sig selv, men hvad har det at ggre med de der afbildningsklassegrupper?? Af-
bildningsklassegruppen af en flade er simpelthen dens gruppe af symmetrier! Og
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anvende 7 pa den, dette giver en ny periode med samme power men otte gan-
ge den oprindelige laengde. Vi kan naturligvis gentage dette indtil den gnskede
leengde er naet. Men hvad sa nar vi har krydset et par trin, kan vi ikke risikere at
forkorte perioderne undervejs, i de mellemliggende skiftrum er der jo ikke nogen
substitution som vi kan forleenge med? Dette lgser vi ved at observere, at vi under
alle tre former for trin ikke alene kan opna nye perioder med vilkarligt lille tab
af power men ogsd med vilkarlig stor laengde nar blot vi vaelger den oprindelige
periode tilstraekkeligt lang. Det er ikke svaert at se, vi undlod at diskutere det
ovenfor for ikke at forplumre argumentationen. Sa vi har vist — eller i hvert fald
argumenteret for at hvis vi tager en hvilken som helst periode i X, sa kan vi
bygge en periode i X,, med vilkarligt lille tab af power. Og sa er postulatet faktisk
vist, for vi kan naturligvis flytte perioder den anden vej ogsa.

Og sa er vi hjemme. Eller er vi nu ogsa det — for hvad var malet egentlig?
Det var jo at vise X, og X, ikke stromningsakvivalente. Og hvad har vi vist? Ja
vi har vist at hvis de faktisk er det, ja, sd har vi MP(7) = MP(v). Og hvad sa?
Ja, sa haber vi godtnok meget pa at sidstnaevnte lighed ikke holder. Men hvad
er si MP(7) og MP(v)? Se det er sporgsmalet, for jeg ved stadig ikke hvordan
man beregner disse eksakt. Men trylle kan vi jo altid, sa jeg gav min computer
nogle timer til at finde alle de perioder den kunne, og disse udregninger indikerer
— bemeark den bevidst forsigtige sprogbrug — at vi har

MP(7) ~ 2,69 og MP(v)~2,58.
Disse indikationer er dog tilstraekkeligt praecise til at jeg godt tgr vaedde en stor
is pa at de to veerdier faktisk er forskellige. Og sa har vi faktisk naet vores mal.

Afslutnigsvis vil jeg udlodde to yderligere store is for bestemmelse af de eksakte
veerdier af MP(7) og MP(v).
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Lgkkerum og afbildningsklassegrupper

Nathalie Wahl

Hej, jeg er et nyt ansigt i E-bygningen. .. Jeg starter som lektor d. 1 juli, 2006.
Lad mig begynde med et par ord om mig selv: Jeg blev fodt i Bruxelles d. 3. ok-
tober, 1976, og det var der jeg voksede op. Ma langue maternelle est le frangais.
11994 blev jeg indskrevet pa Université Libre de Bruxelles, hvorfra jeg tog min
bachelorgrad i matematik i 1998. Derefter tog jeg til Oxford, og fik i 2001 min
PhD, under vejledning af Ulrike Tillmann. Siden da har ansattelser bragt mig
til Northwestern University i Chicago, Arhus Universitet (hvor jeg lerte at ta-
le dansk og spise superpiratos. .. ), og derefter til University of Chicago, pa den
anden side af byen fra Northwestern. Jeg kommer til Kgbenhavns Universitet,
sammen med Jesper Grodal, for at udvide topologigruppen ved KU: Fra at besta
af en person, Jesper Michael Moller, bliver vi nu tre! Og flere mennesker bety-
der selviglgeligt flere aktiviteter: kurser, seminarer osv., og vi har heldigvis faet
nogle penge fra Forskningsradet for Natur og Univers til at invitere gaester for.
Vi starter med en abningskonference d. 1-3 september, 2006 og en workshop d.
4-8 september, som vi organiserer sammen med min matematiske “bedstefar”,
Ralph Cohen fra Stanford, som tager 4-5 af sine 9 nuvaerende PhD studeren-
de og en masse post docs med. .. Der bliver liv og glade dage. Hvis du har lyst
til at vide mere om de nye aktiviteter, kan du kigge pa topologihjemmesiden
www.math.ku.dk/topology eller min hjemmeside www.math.ku.dk/~wahl.

OK, sa nu ma jeg vist igang med at fortaelle hvad jeg forsker i. Og hvad er
topologi i det hele taget? Topologi er en gammel tradition i Danmark, gaende
tilbage til Poul Heegaard (1871-1948) og Jakob Nielsen (1890-1959). De var,
ligesom jeg, intereserede i geometriske objekter som for eksempel flader. Flader
er klassificerede ved hvor mange “huller” de har: hver lukket orienterbar flade er
enten en sfaere (genus 0), en donut, eller torus, (genus 1), en “dobbelt donut”
(genus 2), en “tripel donut”, osv.

L (=) &2

Denne klassifikation af flader er kun det forste skridt i vores (delvise) forstaelse
af flader. Et spgrgsmal som jeg allerede blev interesseret i under min PhD er en
sammenhzng mellem flader og lgkkerum.

Givet et topologisk rum X med udvalgt punkt x, er lgkkerummet QX “rummet
af alle lgkker i X baseret i *”, det vil siger rummet af alle afbildninger S' — X
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som tager 1 € St til * € X. Det kan ligeledes beskrives som rummet af alle
afbildninger
f:00,1] - X med f(0)=x=f(1).

En interessant egenskab ved lgkkerum er at de kommer med en multiplikation:
00X x QX — QX

hvor pu(f, g) er den lgkke som forst folger f og derefter g, det vil sige u(f, g)(t) =
F(2t) nar 0 < ¢t < 4 og p(f,9)(t) = g(2t — 1) nir 1 < ¢ < 1. Multiplikationen
er ikke helt associativ, men den er homotopi associativ, idet lokken p(f, (g, h))
er homotop (kan deformeres) til p(u(f,g),h). Og da forskellen bare er repara-
metriseringen, kan disse homotopier valges sa de passer sammen ogsa nar man
ganger flere lpkker sammen, noget som man, hvis man er med pa noderne, kalder
en A.-multiplikation.

Topologer i 60erne viste faktisk at man kan genkende lgkkerum ved egenska-
ben at der findes en sidan multiplikation: Hvis et sammenhzngende topologiske
rum Y har en A,-multiplikation g : Y X Y — Y sa eksisterer der et rum X
sadan at Y er homotopt til QX.

Hvad med et dobbelt Igkkerum Q2X = Q(QX)? Et element i Q2X kan be-
skrives som en afbildning fra en cirkelskive

f:D*—= X med f(OD% ==x

og multiplikationen (som eksisterer fordi Q2X er et lgkkerum) kan nu beskrives
med fglgende billede:

u(f,g) er defineret pa D? ved at bruge f pa A, g pa B, og sende resten af
cirkelskiven til * € X. Dette beskriver en multiplikation, men det er klart at
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