
Max Power: En pæn(t) simpel invariantJaob Thamsborg, jaob�thamsborg.dkOm at gå (Klods) Søren i bedeneI sidste års sidste udgave af Famøs fortalte Søren Eilers om sit arbejde med atklassi�ere skiftrum genereret af visse substitutioner op til strømningsækvivalens.Denne klassi�kation foregår ved snedig � og ret overraskende � brug af operator-algebra. Jeg selv er i skrivende stund i gang med speiale hos Søren om netopdette emne, men min vinkel er mere direkte, da min viden om operatoralgebraikke er stor.Dette skal dog ikke holde os tilbage. Vi vil med lidt løs viden om metriskerum og almindelig dødelig magi � men helt uden operatoralgebra � reproduereet konkret resultat fra en af Sørens nyeste artikler, nemlig at de to substitutionerover alfabetet {a, b, c, d} de�neret ved
a 7→ accdadbb, b 7→ acdcbadb, c 7→ aacdcdbb, d 7→ accbdadbhhv.
a 7→ accbbadd, b 7→ accdbabd, c 7→ aacbbcdd, d 7→ acbcdabdgenererer skiftrum som ikke er strømningsækvivalente. Og således demonstrereat man kan leve et næsten normalt liv som matematiker, uden at vide hvad en

C∗-algebra er. Men først skal vi vist have lidt styr på begreberne.Jeg har tilstræbt at gøre denne artikel uafhængig af Sørens artikel, men ud-byttet vil naturligvis være større hvis man læser begge. Jeg beklager notations-forskelle, man graver sig forblø�ende hurtigt ned. Kontakt mig endelig hvis duhar spørgsmål, savner referener eller lignende.Symboler, sekvenser, skiftrum og substitutionerLad os tage det fra begyndelsen. Først skal vi have os et alfabet, det er en ikke-tom, endelig mængde af symboler, vi benævner det gerne A. Et godt eksempelkunne være A = {a, b, c, d}. Når vi har symboler kan vi danne ord ved at sættedem ved siden ad hinanden, f.eks. er dab og adbad helt �ne ord. Mere præistlaver vi ord ved at sætte 0 eller �ere, men dog kun endeligt mange, symbolerefter hinanden. Da ordet bestående af nul symboler er notorisk svært at få øjepå betegner vi det med ǫ, og vi sætter A∗ til at være mængden af ord lavet medsymboler fra alfabetet A. 10



Da vi er matematikere kan vi sagtens håndtere uendelighed uden hovedpine,så vi kan selvfølgelig også betragte uendeligt lange ord. Disse, som vi kaldersekvenser, er mere præist følger af symboler indekseret over mængden af heltal.Et (i sagens natur) ufuldstændigt eksempel er
. . . dabdabbadab.adbadaadbad . . .idet vi aftaler at symbolet svarende til heltallet 0 står lige til højre for punktum-met og så går det ellers derudaf i begge retninger. Tænk dog ikke så meget pådisse heltal, tænk hellere på en sekvens som et punktum og så uendeligt mangesymboler i begge retninger. Alle sekvenserne lavet med symboler fra alfabetet Abetegner vi AZ.Vi er nu klar til at bygge skiftrum, vores første milepæl. Et skiftrum overalfabetet A er en samling af nogle, men sjældent alle, sekvenserne fra AZ. Undervisse betingelser. Først de�nerer vi skiftafbildningen. Det er let, for det er bareafbildingen T : AZ → AZ de�neret ved at rykke punktummet en gang til højre.Mere formelt er T de�neret ved at vi har (T (x))i = xi+1 for x ∈ AZ og i ∈ Z mentænk hellere på at �ytte punktummet. Vi kan nu formulere kravene til et skiftrum,den dyreste version lyder at det er en delmængde X ⊆ AZ med T (X) = X som erlukket i produkttopologien på AZ indueret af den diskrete topologi på A. I denbilligere ende kan vi de�nere en naturlig metrik på AZ som plaerer sekvensertæt dersom de stemmer overens på mange symboler omkring punktummet. Vikan så kræve lukkethed under denne metrik, stadig kombineret med invariansunder skiftafbildningen. Da metrikken faktisk induerer produkttopologien, erde�nitionerne ækvivalente, men kompakthed følger gratis med den dyre.Aftenens andet højdepunkt, de�nition af substitutioner: En substitution τ overalfabetet A er blot en afbildning τ : A → A∗ \{ǫ}. Ved at sætte funktionsværdierved siden af hverandre og de�nere τ(ǫ) = ǫ kan vi udvide til τ : A∗ → A∗, så giverdet også mening at sammensætte τ med sig selv. Vi kræver ydermere primitivitetaf vores substitutioner, et simpelt kriterium som udelukker visse degenereredesubstitutioner, det skøjter vi elegant henover her. Man kan på �ere ævkivalentemetoder knytte et skiftrum Xτ til en primitiv substitution τ . Den letteste er atde�nere substitutionens sprog L(τ) som alle ord, der forekommer som delord af

τn(α) for n ∈ N og α ∈ A. Vi kan nu bygge Xτ ved at plukke de sekvenser fra
AZ hvis delord alle er i L(τ).Lad os slutte med et lille eksempel, vi de�nerer Morse substitutionen τM overalfabetet A = {a, b} ved

a 7→ ab, b 7→ ba.Prøv her om du kan �nde et �xpunkt i AZ for τM eller � hvis det ikke kan ladesig gøre � så måske et x ∈ AZ med τ 2
M (x) = x? Kan vi så slutte at x ∈ XτM

?Vi de�nerer τM : AZ → AZ ved at lade punktummet stå og anvende τM på hvertenkelt symbol. Hvad så med at �nde et et ord på formen uu for u ∈ A∗ \ {ǫ} i
L(τM)? Eller måske et på formen uuu?11



At være ens på forskellige måder og forskellige måder atvære ens på samme mådeLad os nu forestille os at vi har to skiftrum, X og Y . Man kan naturligt spørge omde er ens, og dette er selvfølgelig tilfældet hvis vi faktisk har X = Y . Men ogsåhvis vi har X 6= Y kan vi i visse tilfælde opleve at de � betragtet som skiftrum� opfører sig helt identisk. Denne, lidt svagere form for lighed, fanges i følgendede�nition:De�nition 1. To skiftrum X og Y kaldes konjugerede dersom der �ndes enhomeomor� ϕ : X → Y med ϕ ◦ T = T ◦ ϕ.Konjugerethed er naturlig, idet den essentielt fordrer bevarelse af skiftrum-mets struktur, både den topologiske og den dynamiske. Men det er stadig forstærkt for os og vi må svække yderligere. For at gøre det er vi nødt til at tryllelidt: Vi tager et skiftrum X, putter det i en sort hat og � abraadabra � udtrækker vi ΣX, et nyt topologisk rum, der indeholder X, men hvor vi for hvertelement x ∈ ΣX tillægger T r(x) mening for alle r ∈ R, ikke bare for heltal. Tænkpå det som muligheden for at �ytte punktummet til et vilkårligt sted i sekvensen,også inde i selve symbolerne. Vi kan nu de�nere:De�nition 2. To skiftrum X og Y kaldes strømningsækvivalente dersom der�ndes en homeomor� ϕ : ΣX → ΣY således at der for hver x ∈ ΣX �ndes
fx : R → R voksende med ϕ(T r(x)) = T fx(r)(ϕ(x)) for alle r ∈ R.Intuitionen er her, at man kan strække hver sekvens som man lyster, dog skalretningen opretholdes, derfor kravet om at være voksende. Man kan begribeligvisde�nere ΣX uden magi, se f.eks. de�nition 2 i Sørens tidligere artikel i Famøs,her er vi mere dog mere interesserede i intuitionen.Lad os parallelt med disse lighedsovervejelser introduere en simpel måde atkonstruere nye skiftrum ud fra gamle:De�nition 3. Lad X være et skiftrum over alfabetet A og lad α ∈ A og • /∈ Avære symboler. Lad s : AZ → (A ∪ {•})Z være den afbilding som erstatter alleforekomster af α med α•. Vi de�nerer da et nyt skiftrum ved symbolekstensionsom følger:

Xα• = s(X) ∪ T (s(X)).Man bør som ansvarlig matematiker tjekke at der faktisk er tale om et skiftrum,bemærk at vi er nødt til at forene med T (s(x)) for at undgå huller i sekvenserne.Intuitionen er at vi strækker hver forekomst af α til dobbelt længde, og ganskerigtigt, vi får at X og Xα• er strømningsækvivalente. Mere spændende er dogat denne konstruktion sammen med konjugerethed faktisk genererer strømnings-ækvivalens. Det betyder at to skiftrum X og Y er strømningsækvivalente netophvis der �ndes en endelig følge af skiftrum
X = X1, X2, X3, . . . , Xn = Y12



således at vi for hver 1 ≤ i < n har at Xi og Xi+1 er konjugerede eller at den eneaf de to kan opnås fra den anden ved symbolekstension. Dette er bekvemt at videmen ubekvemt at vise, især den ene vej rundt. Man kan næsten fornemme detproblematiske i at skifte fra den kontinuerte / reelle de�nition til den diskrete /heltallige version.At være eller ikke at være strømningsækvivalentVi har nu overstået den nødvendige men også lidt kedelige del, nemlig at fåstyr på begreberne, og vi er klar til at gå i kast med selve opgaven: At vise atskiftrummene genereret af de to substitutioner i indledningen ikke er strømnings-ækvivalente. Det er bare ikke så let. Kan vi hitte en måde at bevæge os fra det eneskiftrum til det andet ved konjugation og symbolekspansion er de strømningsæ-kvivalente, men kan vi ikke, kan det jo skyldes manglende op�ndsomhed snarereend manglende strømningsækvivalens.Hvad gør vi så? Hvad nu hvis vi kunne knytte et magisk tal til hvert af deto skiftrum og så vise at hvis skiftrummene er strømningsækvivalente så er tal-lene de samme? Og hvis så tallene faktisk ikke var de samme? Jamen så ville vijo have vist det ønskede, det lyder som en besnærende ide. Vi kalder det love-de magiske tal en invariant fordi det ikke ændres under strømningsækvivalens.Ideen er tyvstjålet fra Sørens arbejde, hans invarianter er dog snedige grupper.Mere generelt anvendes ideen om invarianter under forskellige former for lighed iklassi�kationsspørgsmål bl.a. i algebraisk topologi og operatoralgebra. Husk dogpå en ting inden vi starter: Hvis de magiske tal skulle vise sig at være ens, jaså er vi ikke nået en dyt videre. Vores invariant er nemlig ikke komplet, så vikan ikke slutte den anden vej, identiske magiske tal implierer ikke nødvendigvisstrømningsækvivalens. Så magisk er det desværre heller ikke.Det magiske tal: Max PowerHvad er det så, dette magiske tal, dette lys for enden af tunellen som skal løse voresproblemer? Det er faktisk ikke så komplieret. Et ord, som består af gentagelseraf et andet ord, kalder vi en periode, længden af dette andet ord bliver periodenslængde og længden af selve ordet divideret med periodens længde er periodenspower. Det lyder nu engang bedre på engelsk. Bemærk at den sidste gentagelseikke behøver være fuldstændig, eksempler på perioder er a med længde og power1 og ordene ababa og abcdabcdab der har længde 2 henholdsvis 4 men begge powerpå 21
2
. Det magiske tal er så den største power vi kan �nde, hvis vi leder blandtalle perioder i substitutionens sprog, vi kalder det Max Power. Nåja, det størstetal i en potentielt uendelig mængde er måske lidt vovet, så lad os nøjes medsupremum. Og, nåja igen, hvis vi gerne vil have et reelt tal som supremum måvi hellere sørge for en øvre grænse. Heldigvis har en klog kvinde vist, at holdervi os til aperiodiske primitive substitutioner så er det i orden. De aperiodiske er13



dem som genererer uendelige skiftrum, og det er også de interessante, så der eringen skade sket ved at nøjes med dem. Vi kan nu præist de�nere:De�nition 4. Til en aperiodisk primitiv substitution τ knytter vi en reel MaxPower de�neret ved
MP(τ) = sup{p | p er power for en periode i L(τ)}og vi postulerer at dersom de to indledningsvis de�nerede substitutioner � somlykkeligvis er både primitive og aperiodiske � genererer strømningsækvivalenteskiftrum, ja så har de samme Max Power.Lad os lige tage en pause til et eksempel. Vi de�nerede Morse substitutionenovenfor, og jeg lover at den er både primitiv og aperiodisk. Faktisk kan manlet undersøge dette � helt uden at kende de�nitionerne � for det program somSøren har udviklet og som han omtalte i sin artikel kan, blandt mange andre ting,tjekke dette. Programmet kan dog ikke udregne Max Power, men jeg postulererat MP(τM ) = 2. Det er ikke svært at vise MP(τM) ≥ 2 men den anden vej er erikke så let. Prøv det, som de siger i reklamerne.Nu tilbage til hovedopgaven og vores postulat: Hvordan Søren viser vi det? Ja,det er jo spørgsmålet, lad os se hvad vi kan �nde på. Først kalder vi substitutio-nerne τ og υ for at få hold på tingene, skiftrummene genereret af substitutionernebliver så Xτ og Xυ. Vi antager nu at de faktisk er strømningsækvivalente, det errimeligt nok, for det er under den antagelse vi ønsker at vise MP(τ) = MP(υ).Lad os så tage en periode i L(τ), en god vilkårlig en. Den har jo så en tilhørendepower. Hvad nu hvis vi ud fra den kunne bygge os en periode i L(υ) med sammepower? Ja så kunne vi faktisk udelukke MP(τ) > MP(υ) og den anden vej kansikkert klares med et symmetriargument og lidt armviften. Så vi har allerede engod � omend lidt løs � plan.Lad os uddybe den lidt ved hjælp af det vi allerede har lært. For vi vednemlig at vi kan komme fra Xτ til Xυ ved konjugation, symbolekstension og,nåja, omvendt symbolekstension. Så måske vi kan betragte perioders opførselunder disse konstruktioner? Der går dog lidt ged i det, for vi kan ikke væresikre på at eventuelle mellemliggende skiftrum er genereret af substitutioner,så hvordan kan vi tale om perioder i dem? Vi de�nerer hurtigt sproget for etvilkårligt skiftrum X til at være alle ord som forekommer i rummets sekvenser, vibetegner det L(X). Så er det i orden at tale om perioder i vilkårlige skiftrum, deskal bare ligge i skiftrummets sprog. Og da vi har L(τ) = L(Xτ ) og tilsvarendefor υ � ja faktisk for alle primitive substitutioner � har vi ikke klodset i det. Også er planen klar: Vi skal argumentere for at perioder kan krydse konjugationer,symbolekspansioner og omvendte symbolekspansioner uden tab af power. Så erdet bare at komme i gang med detaljerne.Vi starter med konjugationer, de er gerne venlige. Fat to vilkårlige konjugeredeskiftrum, X og Y , vi kan vælge en homeomor� ϕ : X → Y med T ◦ ϕ = ϕ ◦ T .Det viser sig, at hvis vi tager en sekvens x ∈ X og gerne vil gætte symbolet14



ϕ(x)[i] for et i ∈ Z så behøver vi ikke kigge på hele x men kun på symbolernei omegnen af x[i]. Dette resultat kaldes Curtis-Lyndon-Hedlunds Theorem, merepræist �ndes et n ∈ N0 og en afbildning Φ fra mængden af ord af længde 2n +1i L(X) til mængden af symboler i Y således at vi har φ(x)[i] = Φ(x[i−n,i+n]). Vivil blindt stole på dette. Men prøv at overveje kort: Det er faktisk en rimeligkonsekvens af kontinuiteten kombineret med kommutativitet af homeomor�enog skiftafbildningen, idet vi husker at metrikken plaerer sekvenser tættere påhinanden desto mere de stemmer overens omkring punktummet.Det er tid til handling. Hvis nu det omtalte n var, ja, lad os bare sige 2.Og kanhænde at abcdabcdabcd er en periode i X, det giver, tælle tælle tælle,længde 4 og power 3. Så �ndes x ∈ X med perioden som delord, vi har altså
x[i,i+11] = abcdabcdabcd for et eller andet i ∈ Z. Monstro vi kunne �nde en godperiode et eller andet sted i Y ? Vi får

ϕ(x)[i,i+11] =??αβγδαβγδ??idet vi indfører følgende symbolbetegnelser
α = Φ(abcda), β = Φ(bcdab), γ = Φ(cdabc), δ = Φ(dabcd)og et spørgsmålstegn betyder at vi ikke rigtig kender symbolet. Er det så godteller skidt? På den ene side er det jo godt, vi har lavet os en ny periode, enddamed samme længde. Men på den anden side er det skidt, for der er røget et parsymboler i begge ender så vi er nede på power 2. Vi kan altså ikke krydse enkonjugation helt uden tab af power � men vi kan faktisk gøre noget der er ligesågodt. For bemærk at faldet i power er lig 4 divideret med længden af perioden,og det uanset hvor lang perioden er. Så hvad nu hvis den var meget lang? Vigeneraliserer og konkluderer i et hug:Proposition 5. Vi kan krydse en konjugation med vilkårligt lille tab af powerved at betragte perioder der er tilstrækkeligt lange.Hvis man kan rumme det, kan man tænke på at en periode af uendelig længdekan krydse en konjugation helt uden tab af power. Det er godt nok lidt uklarthvordan en sådan periode skulle se ud, men tanken giver intuition.Nu hastigt videre til symbolekspansioner, tag skiftrummet X, lad os f.eks. sigeat det er over alfabetet {a, b}, og byg skiftrummet Xac. Måske vi i X har perioden

bbabbabb med længde 3 og power 22
3
, måske den ligger i sekvensen x ∈ X, og hvisvi kigger i sekvensen s(x) ∈ Xac kan vi � måske � �nde perioden

s(bbabbabb) = bbacbbacbbsom har længde 4 men desværre power på 21
2
. Ak, tænkte matematikeren, ogve, skæbnen er mig bestemt ikke venligt stemt, endnu en gang bliver der skåretsalamiskiver af min periode. Hvad gør vi? Problemet er, at antallet, eller rettere15



frekvensen, af forekomster af a i den ufuldstændige ende bb er mindre end i selvedet gentagne ord bba, derfor bliver bb ikke forlænget med samme faktor som bba ogvi oplever tab af power. Og denne gang går det ikke at vælge perioden meget lang,for vort tab er ikke opadtil begrænset af et fast antal symboler. Og så alligevel...Magi må der til, og magi er hvad vi har, vi har nemlig snydt lidt hjemme-fra, ligesom i TV køkkenet: I skiftrum genereret af primitive substitutioner harhvert symbol en grænsefrekvens, således at hvis vi betragter ord i sproget som ertilstrækkeligt lange, så kommer frekvensen af hvert symbol vilkårligt tæt på sym-bolets grænsesekvens. Jeg skal ikke redegøre for dette resultat her, blot påberåbemig Perron-Frobenius' sætning og haste videre, men den skulle være god nok. Vikan nu regne, eller måske snarere pseudo-regne: Hvis perioden har uendelig læng-de, og den har en kort ufuldstændig ende, f.eks. en med n ∈ N0 symboler, ja såtaber vi højst hele den ufuldstændige ende dvs. højst n
∞

i power, det kan vi godtleve med. Og hvis nu der er tale om en lang ufuldstændig ende, f.eks. en som eruendelig lang, ja så er frekvensen af det symbol vi forlænger lig grænsefrekvensenbåde i den ufuldstændige ende og i det gentagne ord hvorfor de forlænges medsamme faktor og der er intet tab af power.Det var nok lovlig løssluppent, og de �este vil nok � som en slags tømmermænd� insistere på mere præise overvejelser. Men den underliggende intuition synesklar, så vi vil lade det ligge her. Et andet problem er mere presserende, forhvordan ved vi egentlig at de omtalte grænsesekvenser �ndes i de mellemliggendeskiftrum som vi møder på vores tur fra Xτ til Xυ? De �ndes i Xτ og Xυ dadisse er genereret af primitive substitutioner, men faktisk er vi nødt til at viseat eksistensen af grænsefrekvenser bevares under konjugation og begge veje oversymbolekspansion. Er det rimeligt at dette skulle være sandt? Bestemt ja. Er detsvært at vise? Nej. Men er det så besværligt at vise? Ja, lidt besværligt er det.Er det noget vi ønsker at gå dybere ind i her? Bestemt nej! I stedet skynder vios videre med endnu en delkonklusion:Proposition 6. Vi kan krydse de symbolekspansioner, som vi møder, med vil-kårligt lille tab af power ved at betragte perioder der er tilstrækkeligt lange. Ogdet begge veje.Nåja, vi har faktisk slet ikke betragtet den anden vej, men problemstilling ogløsning er de samme. Og nu, selvom det måske ikke er helt klart, er vi faktiskmeget tæt på målet.Den Store FinaleLad os opsummere: Vi kan bevæge os fra Xτ til Xυ i trin bestående af konju-gation, symbolekspansion og omvendt symbolekspansion. Og hvert af disse trinkan foretages med vilkårligt lille tab af power hvis vi betragter perioder som ertilstrækkeligt lange. Men hvis vi nu starter med en tilfældig periode i Xτ er denjo ikke nødvendigvis lang, den kan såmænd være ganske kort? Dette løses ved at16



anvende τ på den, dette giver en ny periode med samme power men otte gan-ge den oprindelige længde. Vi kan naturligvis gentage dette indtil den ønskedelængde er nået. Men hvad så når vi har krydset et par trin, kan vi ikke risikere atforkorte perioderne undervejs, i de mellemliggende skiftrum er der jo ikke nogensubstitution som vi kan forlænge med? Dette løser vi ved at observere, at vi underalle tre former for trin ikke alene kan opnå nye perioder med vilkårligt lille tabaf power men også med vilkårlig stor længde når blot vi vælger den oprindeligeperiode tilstrækkeligt lang. Det er ikke svært at se, vi undlod at diskutere detovenfor for ikke at forplumre argumentationen. Så vi har vist � eller i hvert faldargumenteret for � at hvis vi tager en hvilken som helst periode i Xτ så kan vibygge en periode i Xυ med vilkårligt lille tab af power. Og så er postulatet faktiskvist, for vi kan naturligvis �ytte perioder den anden vej også.Og så er vi hjemme. Eller er vi nu også det � for hvad var målet egentlig?Det var jo at vise Xτ og Xυ ikke strømningsækvivalente. Og hvad har vi vist? Javi har vist at hvis de faktisk er det, ja, så har vi MP(τ) = MP(υ). Og hvad så?Ja, så håber vi godtnok meget på at sidstnævnte lighed ikke holder. Men hvader så MP(τ) og MP(υ)? Se det er spørgsmålet, for jeg ved stadig ikke hvordanman beregner disse eksakt. Men trylle kan vi jo altid, så jeg gav min omputernogle timer til at �nde alle de perioder den kunne, og disse udregninger indikerer� bemærk den bevidst forsigtige sprogbrug � at vi har
MP(τ) ≃ 2, 69 og MP(υ) ≃ 2, 58.Disse indikationer er dog tilstrækkeligt præise til at jeg godt tør vædde en storis på at de to værdier faktisk er forskellige. Og så har vi faktisk nået vores mål.Afslutnigsvis vil jeg udlodde to yderligere store is for bestemmelse af de eksakteværdier af MP(τ) og MP(υ).
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