Mullineux-afbildningen og Mullineux’s

formodning
Rikke Eie

Jeg vil her prasentere Mullineux-afbildningen, som er en bijektiv afbildning pa
mangden af p-regulaere partitioner. Afbildningen bruges i repraesentationsteorien
for de symmetriske grupper S,,, og kan ses som en p-analog til den almindelige
transponering af partitioner.

Lad os starte med at forsta motivationen for at definere denne afbildning.
En repraesentation over legemet K af en endelig gruppe G, er en homomorfi

T: G— GL(n,K)

fra gruppen G ind i gruppen af invertible n x n matricer med koefficienter fra
legemet K. T kaldes en K-repraesentation af G af dimension (eller grad) n.
Karakteren x, for repraesentationen 7" er en afbildning x, : G — K. For
eksempel har vi, nar K har karakteristik 0, at x, er givet ved x-(g) = tr(7T(g)).
Vi vil her se naermere pa reprasentationer af S, og i fgrste omgang arbejde
over et legeme K med karakteristik 0. I dette tilfaelde geelder der:

Antallet af ikke-akvivalente, irreducible K-reprasentationer af G er
lig antallet af konjugationsklasser for G.

K-repraesentationerne af GG er, op til isomorfi, entydigt bestemt ved
deres karakter.

Sammen med en raekke andre egenskaber gor dette, at vi her kan ngjes med at
betragte de irreducible karakterer, dvs. karaktererne for hver sekvivalensklasse af
irreducible repraesentationer.

Allerede tidligt i repraesentationsteoriens historie blev karaktererne for de sym-
metriske grupper beregnet af Frobenius, og det viste sig, at partitioner var et godt
kombinatorisk veerktgj at benytte sig af.

En partition A af n € N er en sekvens af tal [1,...,[, € N, kaldet \'s dele,
for hvilke der gaelder [; > 1o > ... >, 0g [y + 15+ ...+ 1, = n. Vi skriver

A= (U, loy. . 1),

For den symmetriske gruppe S, har vi saledes, nar K har karakteristik 0, at
antallet af irreducible karakterer er lig antallet af partitioner af n, da konjuga-
tionsklasserne for S, er bestemt ved cykeltyperne, og da disse oplagt svarer til
partitioner af n (jf. Mat 2AL).

26



Et resultat af Frobenius siger nu, at man pa en naturlig made kan indeksere
de irreducible karakterer for S, ved hjalp af partitionerne. Vi lader derfor [A]
betegne den irreducible karakter der indekseres med partitionen .

Med denne “naturlige” indeksering gives karaktererne for repraesentationerne
1:5,— GL(1,Q) givet ved 0 — 1 ogsgn : S, — GL(1,Q) givet ved o — sgn(o)
henholdsvis indeksene (n) og (1") (partitionen med n dele af leengde 1), og vi
skriver

1 =1[n] og sgn=/[1"].

For nemt at kunne udregne karaktererne for repraesentationerne, har det vist sig
nyttigt at se pa en partition grafisk, i det der kaldes et Young-diagram. Givet
en partition A = (l1,ls,...,l,.), da er Young-diagrammet for \, J()), defineret
som mangden

YA ={G@H<i<rl<j<lL}

Young-diagrammet illustreres i et diagram med r rackker, hvor raekke ¢ indeholder
l; bokse. Den j’te boks i den i’te raekke kaldes den (7, 7)'te boks.

En boks A € Y()\) er en F-boks (fjernelig boks), hvis Y(A) \ A er et Young-
diagram for en partition af n — 1, og en boks B er en T-boks (tilfgjelig boks)
hvis Y(A) U B er et Young-diagram for en partition af n + 1.

Eksempel 1. Partition A = (5,4,2,1) kan illustreres ved nedenstiende Young-

diagram. F-bokse er markeret med et F' og T-bokse er optegnet med stiplede linier.
F| |
Fl

F_|
£|

Lad partitionen A=(ly, lo, . .., l.) veere givet. Denne kan ved transponering sen-
des over i en anden partition, A7, kaldet den transponerede til A. AT er partitionen

AT = (n1,ng,...,ny),

hvor n; er antallet af dele i A med laengden ¢ eller mere.

Eksempel 2. For partition A\ = (5,4,2,1) er AT = (4,3,22,1). AT er illustreret
1 nedenstaende Young-diagram.
|

Transponering er altsa grafisk set en spejling © diagonalen. Dette geelder altid.

Naturligheden af Frobenius’ indeksering ses blandt andet, da vi far fglgende re-
kursive metode til at udregne de irreducible karakterer for S,,, ved hjelp af de
irreducible karakterer for S, _;:
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Forgreningsegenskaben: Lad [A] veere en irreducibel karakter for S,,. Da er

. = Z A\ Al

F-boks A € A

RY

Desuden far vi, at tensorering med fortegnsreprasentationen har fglgende enkle
effekt pa karakteren:

Tensorering med sgn:

Lad [A] veere en irreducibel karakter for S,. Da er

[\ @ sgn = [\].

Lad os nu se naermere pa hvad der tilsvarende sker, nar K har primtalskarakte-
ristik p. Ogsa i dette tilfaelde er der en raekke egenskaber for repraesentationerne,
der ggr, at vi kan ngjes med at se pa de irreducible karakterer. En af egenskaberne
er:

Antallet af irreducible karakterer er lig antallet af p-regulasere konju-
gationsklasser for GG, altsa de konjugationsklasser af GG, hvor elemen-
ternes orden ikke er delelig med p.

For S, har vi altsa, at antallet af irreducible karakterer er lig antallet af p-regulaere
konjugationsklasser for S, som igen er lig antallet af partitioner af n, hvor ingen
del er delelig med p. Ifplge et resultat af Glaisher er dette lig antallet af p-regulaere
partitioner.

Her kaldes en partition p-regulaer, hvis den ikke indeholder p eller flere dele
af samme laengde.

Vi kan altsa, nar K har primtalskarakteristik p, indeksere de irreducible ka-
rakterer for S,, med p-regulaere partitioner af n, og det interessante er nu, om
dette kan gores pa en ligesa “naturlig” made som i tilfaeldet fra for.

Lad igen [A] betegne den irreducible karakter der indekseres med den p-
reguleere partition A. Da viser det sig, at vi kan indeksere saledes at der galder:

En p-analog til forgreningsegenskaben:

Lad [A] veere en irreducibel karakter for .S,. Da gelder

o Y M4

A

RY

Sn—1

hvor der summeres over alle gode bokse, A, i A\. En god boks er en speciel F-boks

med nogen ekstra egenskaber, som vi kommer naermere ind pa senere.
Tensorering med sgn:

Lad [A] veere en irreducibel karakter for S,. Da er

[\ @ sgn =[],

hvor A\¥ angiver en anden p-reguleer partition.
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Det store spgrgsmal er nu, hvad sammenhangen mellem X\ og A\ er.

Det er tydeligt, at afbildningen A — A\’ ikke er lig afbildningen A — AT, da
der for en p-reguleer partition ) ikke ngdvendigvis gzelder, at AT er p-reguleer. For
eksempel har vi, at A = (5,4,2,1) fra Eksempel 1 er 2-reguleer, mens AT ikke er
2-reguleer.

Forst i 1979, da Mullineux definerede det vi idag kalder Mullineux-afbild-
ningen A — A\, fik man en ide om sammenhzengen mellem \ og A\'. Han frem-
satte nemlig samtidig en formodning om, at Mullineux-afbildningen A\ — A
faktisk var lig afbildningen A +— AP. Denne formodning viste sig at veere rig-
tig, og det er derfor, at vi betragter Mullineux-afbildningen som en (temmelig
kompliceret) form for p-analog til transponering.

Mullineux’s formodning viste sig dog at veere en sveer pastand at bevise, og
det lykkedes fgrst i 1995 for Kleschev og Ford, efter at Kleschev havde vist, at
Mullineux “s formodning kunne reduceres til fglgende kombinatoriske resultat:

Saetning 3. Lad den p-requleere partition A have en god boks A af restklassen i.
Da har den Mullineuz-konjugerede, \M en god boks B af restklassen —i, og der

>lder:
geaer A\ AM = \M\ B,

Det skal bemeaerkes, at p i denne saetning ikke behgver at vaere et primtal, da
resultatet som sagt er rent kombinatorisk. I det efterfolgende har vi derfor p € N,
hvis ikke andet er naevnt.

For at kunne definere Mullineux-afbildningen og forsta Seetning 3 har vi brug
for en masse definitioner, sa lad os starte fra en ende af.

For en partition A er randen defineret som mangden af bokse (i, j) € V(A),
for hvilke der geelder (i + 1,7+ 1) ¢ Y(X).

En delmengde af randen kaldes p-randen. Denne delmeengde bestar af et
antal segmenter af leengde p, og/eller et enkelt segment af en mindre leengde. Det
korte segment opstar, hvis der ikke er nok bokse tilbage pa randen til at danne
et helt p-segment. Det forste segment indeholder de fgrste p bokse pa randen
startende med boks (1,[;). Antag at det forrige segment slutter i raekke r, da
starter det naeste segment i raekke 7 4+ 1 med boks (r + 1,1,11) og indeholder de
naeste p bokse pa randen. Sadan fortsattes der, indtil randen ikke er laengere.

For en partition A lader vi e(\) betegne laengden af p-randen, og I(\) betegne
den partition der fremkommer nar p-randen fjernes fra \.

Eksempel 4. For den 3-regulere partition A = (5,4,2,1) er randen angivet med
O og 3-randen angivet med * i nedenstaende Young-diagram.

@@
OO0|®
®

@®

For p=3 er altsi e(\) =6 og I(\) = (3?).
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For en boks A = (4,7) i et Young-diagram for en partition A\ er p-restklassen
defineret som restklassen af j — ¢ modulo p. Et p-restklassediagram for en
partition A fas ved at skrive p-restklassen for hver boks ind i Young-diagrammet

for \.

Eksempel 5. Partitionen A\ = (5,4,2,1) har folgende 3-restklassediagram, hvor

et tal med fodtegnet T eller F indikerer, at den pageldende boks er henholdsvis
en T-boks eller en F-boks.

0l1]2][0[1-]2,
210][1]2¢/05
1[2,.]0,

Op|lr
2r

Jeg vil nu introducere generelle p-signaturfglger, da den, efter min mening, mest
overskuelige definition af en god boks for en partition A benytter sig af boksfglgen,
som er en p-signaturfglge.

En p-signatur er et par ce, hvor ¢ er en restklasse modulo p og ¢ er et fortegn.
En fglge X : c1e1 coey ... g af p-signaturer kaldes en p-signaturfglge.

Givet en p-signaturfglge X : cie1 coe9 ... ¢igy, dadefinerer vifor 0 < < p—1

ogl<j<t
U(Za]>: Z €k

k<j,cr=i

hvor hvert plus i summen sattes lig +1, hvert minus sattes lig —1 og den tomme
sum seettes lig 0.

For en restklasse ¢ modulo p defineres den i'te peakveerdi m;(X) for p-
signaturfglgen X : cie1 caey ... ¢, SOM

mi(X) = max{0,0(i,j) | 1 < j < t},
og den 7'te slutveerdi w;(X) for X, defineres som
wi(X) = o(i,t).
En restklasse ¢ modulo p kales en god restklasse for p-signaturfglgen X hvis
mi(X) > 0, og for k = min{j | o(7,7) = m;(X) > 0} kalder vi restklassen ¢, i-god

for X. Vi kalder desuden restklassen c;, j < t, ¢-normal for X, hvis ¢; er i-god
for delfglgen cie1 ... cje; af X.
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Eksempel 6. Lad 4-signaturfolgen X vere givet ved

X:243—-1+2-1+0+34+1-24+2— 1+ 0— 3— 0+ 0+ 2— 3— 1+ 0— 3+.

Ved udregning af o(i, j) fori € {0,...,3} og j € {1,...,20}, ses det, at vi har
(X)) =2, m(X)=3, m(X)=1 og m(X)=0

0g wo(X) =1, wi(X)=3, w(X)=-1 o9 w3(X)=-1.

Restklasserne 0,1 og 2 er altsd gode restklasser for X. Desuden ser vi at

c¢ 09 c15 er O-normale c15 er 0-god
C3,C5 09 C1g er 1-normale cig er 1-god
c1 er 2-normal c1 er 2-god.

Boksfalgen N(\) for en partition A bestar af restklasserne for T-boksene og F-
boksene i restklassediagrammet for den pagaldende partition, leest fra gverst til
hgjre mod venstre og nedad. T-bokse indgar med fortegnet —, og F-bokse indgar
med fortegnet 4. En boksfolge er saledes altid alternerende.

En F-boks med restklassen 7 i restklassediagrammet for partitionen A, er en
god boks, hvis den tilsvarende signatur i boksfglgen N(A) er i-god.

Eksempel 7. Boksfolgen for partitionen \ fra Eksempel 5 er
NA): 2— 1+ 0— 24+ 0— 24 1— 0+ 2—.

Ved fori € {0,...,2} og 7 € {1,...,9} at udregne o(i,j) og peakverdierne ses
det, at 1 og 2 er gode restklasser for N(X). Det ses ogsd, at ¢y er 1-normal og
1-god, samt at cg er 2-normal og 2-god. Vi har altsd, at boksene (1,5) og (3,2) i
Young-diagrammet for \ er gode bokse.

Lad nu A veere en p-regulaer partition og betragt fglgen af partitioner Ay, ... Aoy
givet ved:

A=A A =1I(A1), o, Aigr =I(N), -, Aaqr = 1(Aa) = 0.

Da er Mullineux-symbolet for A\ defineret som

GP(A):<C” as ... aa)’

rn T ... Tq

hvor a; = e(\;) dvs. leengden af p-randen for \; og r; er antallet af dele i \;.

Da p-randen for en partition er entydig, har vi, at Mullineux-symbolet for en
partition er entydigt bestemt. Omvendt har vi ogsa, at de to folger (ai,...,a,)
og (r1,...,ry) entydigt bestemmer A, da der kun findes én méade, hvorpa man
kan tilfgje hver af de a p-rande til den foregaende partition. Det er saledes muligt
at gendanne en partition ud fra dens Mullineux-symbol.

Vi har desuden, at hver af \;’erne er p-regulaere, da A p-reguleer medfgrer at
I(\) er p-reguleer osv.

Folgende s@etning giver nogle betingelser som skal veere opfyldt, for at der
findes en p-regulaer partition A, som opfylder I(\) = .
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Saetning 8. Antag at N er en p-requler partition med r' dele og e(N') = a’. Sa
findes der en p-requler partition X med r dele, e(\) = a og I(\) = X hvis og kun
hvis folgende betingelser alle er opfyldt:

i) 0<r—1r <p.
ii) Form=ad +r—71"+¢ gelderm <a<m+p, hvore’' =0 hvisp | a’ og 1
ellers.
iii) Hvis r =1’ s gelder p | a.
i) Hvisr —r' = p sd gelder pta.

Dette giver nogle restriktioner pa indgangene i Mullineux-symbolet, hvorfor to
tilfaeldige folger (ai,...,aq) og (r1,...,r,) ikke ngdvendigvis bestemmer en p-
regulaer partition.

Har vi til gengaeld to folger (ay, ..., as) 0g (71, . .., 7o) som overholder restrik-
tionerne, sa siger saetningen os, at der findes en partition A med Mullineux-symbol

Gy(N) = (2120

Vi er nu lalllgzt”(')rﬁ leenge klar til at beskrive Mullineux-afbildningen.
ai as ... Ao

Lad A veere en p-regulaer partition med Mullineux-symbol G,(\) = (n S ra) 0g
lad folgen (s1,...,84) veere givet ved

si:ai—rmtei,

hvor £; = 0 hvis p | a; og €; = 1 ellers. Da gealder:

Seetning 9. Folgerne (aq,...,a,) 09 (s1,...,84) givet ovenfor, bestemmer enty-
digt en folge af p-requlere partitioner X, fori=1,2,... «, sdiledes at hver X, har
s; dele, e(N)) = a; og I(\)) = N, ;.

Dette vises ved at vise, at betingelserne i)-iv) fra Seetning 8 er opfyldt.

Med oventaende notation defineres Mullineux-afbildningen, som den afbild-

ning der sender den p-regulare partition A med Mullineux-symbol

Gp()\):<a1 a .. aa)

rn T ... Tq

over i den entydigt bestemte partition, \M (= \| fra saetning 9), med Mullineux-

symbol
G()\M)_(al Aoy ... aa)
p = .

S1 S22 ... Sy

Vi kalder MM for den Mullineux-konjugerede til \.
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Eksempler p4 Mullineux-afbildningen og Saetning 3

Lad os igen betragte partitionen A = (5,4,2,1). Denne partition er specielt 3-
regulaer, hvorfor vi kan satte p = 3. I nedenstaende Young-diagram er hver af
3-randene for partitionerne A\; = A\, Ay = I(A\1) og A3 = I()\2) angivet med et i
svarende til den partition den tilhgrer.

313[2[1]1]
312[2]1
1]1

1]

Vi ser altsa, at Mullineux-symbolet for A er G3(\) = (6 33), og finder heraf at

422
Mullineux-symbolet for AM er G3(AM) = (3379).

Vi kan nu opbygge A\ ved at tilfgje de tre 3-rande:

313]3]2]2]2]1]1]1]
1[1]1

og finder saledes \M = (9, 3).

Fra Eksempel 7 ved vi, at A har to gode bokse, nemlig boks (1,5) med rest-
klassen 1 og boks (3,2) med restklassen 2. Vi vil nu finde de tilsvarende gode
bokse for A\M.

Lad A = (3,2) € Y()\). Vi skal nu finde (A\ A)™. Dertil finder vi forst
Mullineux-symbolet for A\ A:

3|3]2]1]1]
2]2]1

dvs. vi har G3(A\ A) = (Z g g)

3
L
L

Heraf finder vi G3((\\ A)M) = (g ‘;’ :1)’), hvilket giver os

3l3]2]2]2]1]1]1]1]
1[1

Vi har altsa (A \ A)M = (9,2).

Det viser sig altsa, at fjernelsen af den gode boks A fra A og derefter Mullineux-
konjugering, svarer til forst at Mullineux-konjugere og derefter fjerne boks (2, 3)
fra AM. Da A er en god boks med restklassen 2, giver Sztning 3, at boks (2, 3)
er en god boks for A med restklasse —2 = 1. At dette rent faktisk er tilfzeldet,
konstateres nemt ved hjaelp af Boksfglgen for \M.

Pa samme made kan vi se, at der galder

(A \ boks (1,5))" = A\ boks (1,9).

Vi har altsa nu defineret Mullineux-afbildningen A — A, og set hvordan den
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virker pa partitionen A = (5,4, 2, 1). Desuden har vi benyttet Seetning 3, til at se
hvordan gode bokse i A haenger sammen med gode bokse i A\,
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