Side 9-saetning

Sara Arklint

Inden for algebra kaldes et element 7 i en ring for nilpotent safremt der findes et

n € N sa r™ = 0. Vi bemaerker straks at 0 altid vil veere nilpotent. Betragt nu

en surjektiv ringhomomorfi ¢: Ry — Ry og et nilpotent element 75 € Rs. Findes

der da et nilpotent element r € Ry sa o(r1) = rg, dvs. kan vi lgfte nilpotente

elementer? Laeseren opfordres til at finde pa modeksempler. Den dovne laeser ma

ngjes med mit kedelige modeksempel som er kvotientafbildningen Z — Z/512.
Der galder dog fglgende seetning:

Side 9-szetningen. Lad o7 0og B vere C*-algebraer, og antag at vi har en surjek-
tiv x-homomorfi p: o/ — JB. Hvis b € B opfylder at b =0, da findes et a € &
sd p(a) =b oga” = 0.

Beviset er lige sa langt som det er teknisk, sa jeg ngjes med at henvise til
Catherine L. Olsen og Gert K. Pedersens artikel Corona C*-algebras and their
applications to lifting problems.t Jeg vil hellere fokusere pa de indgiende begreber.

Vi ved jo alle hvad en C*-algebra er: et normeret vektorrum der desuden er
en ring og udstyret med en involution x saledes at samtlige algebraiske strukturer
opfgrer sig peent i forhold til hinanden og normen. Og en x-homomorfi er sa en
linezer ringhomomorfi som ogsa samarbejder med involutionen x.

Hvad der forstas ved 'paent’, kan udtrykkes i omtrent sytten ligninger. Jeg vil
dog hellere give eksempler pa C*-algebraer, og lad mig som det forste naevne de
komplekse tal C. Laeseren opfordres til at overveje eksemplet.

De komplekse tal er et sartilfaelde af to mere generelle eksempler som ogsa
skal naevnes: algebraen M,,(C) af n x n-matricer over de komplekse tal C, og
algebraen C(X) af kontinuerte funktioner fra et kompakt hausdorffrum X til de
komplekse tal C. Operationerne i M,,(C) er de oplagte, og involutionen x er givet
ved kompleks konjugering af indgangene og dernaest transponering. I C'(X) er alle
operationer blot de punktvise fx definerer vi f+g ved (f+g)(z) = f(x)+g(x)
og normen er supremumsnormen || f||. = sup{|f(z)| |z € X}.

Et godt og meget tilgaengeligt eksempel pa en C*-algebra er C([0, 1]). I denne
situation er det dog et meget darligt eksempel da denne C*-algebra kun har ét
nilpotent element. Den opmaerksomme laeser kan ved op til flere fremgangsmader
overbevise sig om dette. Der findes dog ikke-kommutative C*-algebraer med be-
tydeligt flere nilpotente elementer, sa Side 9-satningen handler bestemt ikke kun
om at man kan lgfte elementet 0.
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