Hilbertmatricen

Christian Berg

Indledning

I elementaer matrixregning kan man stgde pa Hilbert matricen

1 1 1
2 1
11 "t
2 3 n+2
21 1 _1
n+1 n+2 " 2n+1

hvis j, k’'te element er 1/(j + k + 1), nar man nummererer de
n + 1 reekker og sgjler med tallene 0,1, ..., n. For sma veerdier af
n kan man let udregne determinanten og den inverse matrix. For
n = 1,2 finder man det H1 = 1/12, det Hy = 1/2160 og

L6 9  —36 30
7—[11:<_6 12), Hyl=1-36 192 —180
30 —180 180

Det overraskende er, at de inverse matricer far heltallige elemen-
ter, og at determinanten D,, = det H,, fglgelig bliver en stambrgk,
altsa en brok af formen 1/k for et naturligt tal k. Der geelder

[(ADE - ()] )

aneEh---2n+ 1)
men hverken formlen eller at det er en stambrgk er oplagt. Beviset
fglger nedenfor.

Hilbertmatricen blev introduceret af Hilbert i [12], hvor (2)
bevises.

Hilbertmatricen og dens Uendeligdimensionale variant Ho, har
en rackke interessante egenskaber, som findes behandlet i [9]. Hvis

det H,, =
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man gnsker at udregne den inverse matrix pa computer og reprae-
senterer stambrgkerne ved decimalbrgker opdager man, at der kan
ske betydelige afrundingsfe;jl.

Den kendsgerning, at

1
T R
J 0

som kan udtrykkes, at Hilbertmatricen er Hankelmatricen (s;x)
hgrende til momenterne s, = 1/(n + 1) for Lebesguemalet pa en-
hedsintervallet, jfr. detaljerne nedenfor, fik mig til at spekulere
pa om ikke egenskaber ved de tilhgrende ortogonale polynomi-
er, nemlig Legendre polynomierne, skulle kunne forklare, at de
reciprokke Hilbertmatricer er heltallige, og det viste sig at vee-
re tilfeeldet. Det er diskuteret i detaljer i [7]. Overraskende nok
gaelder noget tilsvarende hvis Hilbertmatricen erstattes af Filbert-
matricen
Fn=(1/Fjtr+1),0 < j,k <n,

hvor Fop = 0,F; = 1,F11 = F, + F,—1,n > 1 er folgen af Fibo-
nacci tal, se [6] eller det mere generelle resultat i [3].

I de sidste 25 ar har der vaeret stor matematisk aktivitet i omra-
det ortogonale polynomier og specielle funktioner. Der kan frem-
haeves mange grunde til det og lad mig naevne nogle fa:

Med de fantastiske beregningsmuligheder som computerne har
givet, har der veeret behov for at raffinere de eksisterende teore-
tiske metoder. De klassiske ortogonale polynomier har altid spil-
let en vigtig rolle ved numeriske beregninger (Gauss kvadratur).
Computerne har gjort det meget nemmere end tidligere at teste
hypoteser om specielle funktioner.

Teorien for g-serier eller ¢-specielle funktioner, der gar tilbage
til Heine (1848), har faet en rensessance bl.a. pa grund af fysiske
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teorier om kvantedeformation. Veerket [11] har haft stor betydning
og kan opfattes som en statusrapport over vores viden pa omradet.

Det blev observeret, at adskillige af Ramanujans opdagelser
kunne forstas i et nyt lys ved teorien for ortogonale polynomi-
er. Her skal henvises til R. Askeys vidunderlige artikel [4], hvor
han bl. a. papeger, at flere af Ramanujans besynderlige formler
kan fortolkes som lgsninger til indeterminerede momentproble-
mer, som er momentproblemer, hvor der er forskellige sandsynlig-
hedsmal med de samme momenter.

Nyere talteoretiske resultater har kunnet bevises pa elegant mé-
de ved inddragelse af polynomial approksimation via ortogonale
polynomier. F.eks. kan Apéry’s sensationelle resultat om irratio-
naliteten af veerdien af Riemann’s zeta-funktion for x = 3

1
(3=

n=1 nS
bevises ved udnyttelse af Legendrepolynomierne for intervallet
10,1], se [5, Afsnit 7.7]. Det er de samme ortogonale polynomier
vi skal udnytte i dette arbejde for at indse, at den inverse matrix
til Hilbertmatricen har heltallige indgange.

Efter en kort introduktion til ortogonale polynomier i Sektion
2,3 studeres Legendrepolynomierne i Sektion 4 og endelig vises i
Sektion 5, at den uendelige Hilbertmatrix H., kan opfattes som
en begraenset operator pa Hilbertrummet ¢2.

Ortogonale Polynomier

Vi antager, at der er givet et sandsynlighedsmal p pa den reelle
tallinje R, og vi betragter malets momenter

sn:sn(u):/xnd,u(x), n=0,1,..., (3)
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som antages at eksistere. Det er nu muligt at indfgre et skalar-
produkt pa vektorrummet P af polynomier med komplekse koef-
ficienter ved

(p,q) = /p(fr)q(w) du(z), p,qeP. (4)

Med til kravet for et skalarprodukt herer, at ||p|| = /(p,p) = 0
kun er muligt, nir p er nulpolynomiet. Af [ [p(z)|? du(z) = 0 skal
altsa fglge, at p er nulpolynomiet. Da et egentligt polynomium kun
har endeligt mange rgdder, ma vi kraeve, at sandsynlighedsmaélet
u ikke er koncentreret i endeligt mange punkter. Maengden af
sandsynlighedsmal pa R med vilkarlige momenter og som ikke er
koncentreret i endeligt mange punkter betegnes M*.

Lad der nu veere givet i € M*. Gennemfgres Gram-Schmidt or-
tonormalisering af monomierne 1, z, 22, ... opnas en folge (P,)n>0
kaldet de ortonormale polynomier knyttet til u, og som er enty-
digt bestemt ved kravene

(i) P, er et polynomium af grad n med positiv ledende koeffi-

cient,

() Pae) P (@) d(2) = G = {1’ orn
0, for n #m.
Da g har masse 1 ma Py(x) = 1. Man ser let, at P, far reelle
koefficienter, s& konjugering over P,,(z) er overfladig i ligningen
ovenfor.
Hvis (ky)n>0 er en folge af reelle tal sa ko = 1, k,, # 0 forn > 1,
sa vil polynomierne p, = k, P, i stedet for (ii) opfylde

/ Do (@) (@) dps(x) = K26 m-

De ortonormale polynomier P, er iseer nyttige ved teoretiske over-
vejelser, men de klassiske ortogonale polynomier, dvs Hermite,
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Laguerre, Legendre, Chebyshev og Jacobi polynomierne, er ssed-
vanligvis givet som p,, = k, P, med en passende fglge k.

Vedrgrende den generelle teori for ortogonale polynomier henvi-
ses til de klassiske veerker af Szeg6 [14] og Akhiezer [1], til Chiha-
ra’s bog [8] og til den ret nye monografi af Ismail [13]. De vigtigste
ortogonale polynomier optraeder i det sikaldte Askey skema eller
dets g-version. Det er de polynomier der kan fremstilles som hy-
pergeometriske funktioner eller ¢-hypergeometriske funktioner op
til niveauet 4F3 henholdsvis 4(p3.

Det er veerd at bemeerke, at skalarproduktet (4) kun aftheaenger
af momenterne, for hvis

pla) = aja’, qlx) =) bt (5)
=0 k=0

sa finder vi Y
<pa Q> = Z Z Sj-‘rk‘ajav (6)
§=0k=0

som fremhaever betydningen af matricerne

S0 S1 . e Sn
S1 52 o Sntl

H, = . . . , n=0,1,...,
Sn Sn+1 0 Son

kaldet Hankelmatricerne. Laeg meerke til at det j, k’te element
i(n+1)x (n+ 1) matricen H, er sj;j, idet der er tradition
for at nummerere raekker og sgjler fra 0 til n. Matricen H, er
symmetrisk og den tilhgrende kvadratiske form hsenger sammen
med skalar produktet

<p) Q> = ((LO, ai, ... 7an)Hn(%7F17 cee 7&)2
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idet p,q er som i (5) og (bo, b1, -..,b,)" er en sgjlevektor. Her har
vi for simpelheds skyld antaget, at begge polynomier har grad
< n, hvilket altid er muligt ved at tilfgje nulled.

Man ser, at matricen H,, er positivt definit, og dermed er D,, :=
det H,, > 0 for hvert n.”

Det er igvrigt en simpel gvelse i determinantteori at vise, at P,
kan udtrykkes pa folgende made (idet vi ssetter D_1 = 1)

SO 81 DY Sn
1 S1 S2  rr Sp4l
P,(r) = ———det : : : . 7
n( ) \/m ) . S. ) . ( )
n—1 n " 2n—1
1 x DY :L'n

Ved at udvikle determinanten efter sidste raekke ser man nem-
lig, at formlen (7) definerer et polynomium P, af n’te grad og den

ledende koefficient er
\/anl/Dna (8)

sa (i) er opfyldt. For at se (ii) udnyttes ogsa udvikling af deter-
minanten efter sidste raekke, sa for k < n er

S0 S1 Sn
1 S1 52 Sn+1
P a:xkd T) = —————det . . .
[ Pyt dn(e) = et |2 e
Sn—1 Sn o Soap—1
Sk Sk+1 * Sk4n

"En bergmt Szetning af Hamburger fra 1920 karakteriserer momentfgl-
gerne ved disse egenskaber: Lad (sn) vere en reel talfplge med egenskaberne
D, :=det H, > 0 for alle n > 0 og antag so = 1. Sd er (s,) momenifolge for
et passende p € M™.
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som er 0 for k& < n fordi to reekker er ens, og for k = n er udtrykket

lig med
750 =V Du/ P

Heraf fas altsa, at P, er ortogonal pa alle monomier z¥ med k <
n — 1 og dermed pa alle polynomier af grad < n — 1. Udnyttes
dette kan vi skrive

[ P2 du@) = /Das Dy [ Pafa)e” du() =
og vi har vist, at ogsa (ii) geelder.

Christoffel-Darboux’s summationsformel

I teorien for Fourierraekker spiller Dirichlets kerne en vigtig rolle,
idet den tillader beregning af raekkens afsnit. I teorien for ortog-
onale polynomier spiller kernen

=3 P@)Pily) (©)
k=0

en analog rolle. Ortogonaludviklingen for en funktion f med hen-
syn til (P,) er den uendelige raekke

> cuPyle), hor ey = [ F)Pu(r) du(e).
k=0

Man ser let, at reekkens afsnit S, (z) = D7 cx Px(z) er bestemt
ved formlen

/f (z,y) du(y)- (10)
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Heraf fas specielt, at der for et polynomium p af grad < n geelder

pla) = [ p@)Kn(a,9) du(y). (1)

Man kalder derfor K, (x,y) den reproducerende kerne.

Der vides igvrigt naesten intet om punktvis konvergens af oven-
staende ortogonaludvikling i det generelle tilfeselde.

Som optakt til Christoffel-Darboux’s formel for kernen K, (x,y)
skal vi forst redeggre for et andet nggleresultat om ortogonale
polynomier. Ortogonaludviklingen for z P, (z) er den endelige sum

n+1
xPy(x) = Z c(n, k) Py(x), (12)

k=0
hvor
c(n, k) = /xPn(x)Pk(x) du(z), k=0,1,...,n+1.
Polynomiet P, er ortogonalt pa alle polynomier af grad < n — 1

og specielt pa zPg(x) for k < n — 2. Dette viser, at der er hgjst 3
led i summen (12). Seettes for n =0,1,...

= / 2P2(2) du(z), bn — / 2Py (2) Py (2) dpu(z),  (13)
har vi klart ¢(n,n) = an, c(n,n+ 1) = b, men ogsa (for n > 1)
c(n,n—1) = /xPn(x)Pn_l(x) du(z) = bp_1.
Udnyttes, at den ledende koefficient i P, (x) er givet ved (8), sa

ser man let af (13), at b, er givet ved udtrykket i folgende hoved-
resultat:
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Saxtning 1 (Treleds-rekursionen) Lad folgerne (ay), (by) vere de-
fineret ved (13). Sa gelder
2Py (x) = by Pry1(z) + anPp(z) + bp—1Py—1(x), n > 1,
xPy(z) = boP1(x) + aoPo(x).
Videre gelder
VDn—1Dpi1
Dy,

Ved at definere P_; = 0 behgver man ikke huske specialtilfaeldet
n = 0 i treleds-rekursionen. Ved at udnytte denne 2 gange finder
man ved lidt regning

(z — y) Pr(2) Pi.(y) = bk (Ppy1(2) Pr(y) — Pe(z) Pry1(y))
— b1 (Pr(2) Pi—1(y) — Pr—1(x) Pr(y)-

Summeres dette udtryk for £ = 0,1,...,n og udnyttes, at hgjre-
siden teleskoperer fas:

b, = >0, n>0.

Satning 2 (Christoffel-Darboux’s summationsformel)

(z = y) Kn(z,y) = bp (Pot1(2) Pu(y) — Pru(2) Paya(y)) -

Vi skal nu give et andet udtryk for K, (z,y), som er afggrende
for de talteoretiske aspekter af dette arbejde.
Det er uden videre klart, at vi kan skrive

Ka(z,y) =3 alWaiyk, (14)
7=0k=0

hvor tallene ag.rg er entydigt bestemt og ay;g = algn} . Samles disse

talien (n+1) x (n + 1)-matrix A, = (aﬂ)), sa er denne matrix
den inverse til Hankel matricen H,,:
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Saetning 3 Der gelder
Aan = HnAn = Ln,

idet B, er enhedsmatricen af orden n + 1.

Bewis. For 0 <1 < n giver den reproducerende egenskab (11) at

[ Kaw,y) du) = o

Pa den anden side har vi

n

/len(az, y) du(x) = i Z a%) /ar”jyk du(x)

§=0k=0
n n
= Z Z Sl+ja] k yk7
k=0 \j=0
og derfor er
> 31+]a§ w =0k
7=0
O
Legendrepolynomier
Satning 4 Polynomierne
1 n n
Pa(z) = D" [z(1-2)", n=0 (15)
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er ortogonale med hensyn til mdlet p = 1) 1((x) dx, og de tilho-
rende ortonormale polynomier er givet ved

Po(z) = (~1)"2n + 1pn(a). (16)

Polynomierne p,, har heltallige koefficienter og er givet ved form-

len
pule) = (-1 (Z) (“ : ’“) *. (a7)

Bevis. Formel (15) kaldes Rodrigues’ formel efter den franske ma-
tematiker og bankier O. Rodrigues, om hvem der for nylig er ud-
kommet en biografi [2].

Ved Leibniz’ formel for den n’te afledede af et produkt af to
funktioner folger straks, at polynomiet p,, givet ved (15) er af n’te
grad og givet eksplicit ved (17). For en funktion f : [0,1] — R
som er n gange kontinuert differentiabel pa intervallet [0, 1], finder
man ved gentagen partiel integration

(="
!

n

1 1
/ f(@)pn(x) dz = / [2(1 —2)]" f™)(z) da.
0 0

Anvendes dette pa f(x) = 2*, k < n far vi
1
/ xkpn(x) dr =0, k<n;
0

1 1
| #palw)de = (<17 [ (- )" do,
0 0
men det sidste integral er let at regne ud til

1 N () S 1
/0 =) = o ) T G @)
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Da p,, har den ledende koefficient (—1)"(*") folger, at de ortonor-
male polynomier er givet ved (16).
Bemeerk, at p,(0) =1 for alle n. O

Da momentfglgen er s, = 1/(n + 1) ser vi, at Hankelmatricen
H,, er en matrix af stambrgker

1 % n1 1
11 "
A
1 1 1
n+1 n+2 "7 2n+1

altsd Hilbertmatricen fra indledningen. Den er positivt definit og

der geelder A
__[ahEh--- (]
Dn = (aney---2n+ 1) (1)

For at se (18) bemaerker vi, at den ledende koefficient til P, er

/Dn_1/Dy = m(?)

ifolge (8), altsa

Dn1 on\® (20 +1)!(2n)!
D, —(2n+1)< ) —T,

og heraf fremgér formel (18), som skyldes Hilbert, se [12]. Det
fremgar ogsa, at 1/D,, er et helt tal. Der gaelder imidlertid meget
mere som pavist i [10]:

Satning 5 Den inverse matrixz til Hilbertmatricen har heltallige
indgange.
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Bevis. Vi skal blot vise, at matricen A, har heltallige indgange.
Af (16) og (17) fremgar, at

n

Kn(z,y) = Y (2k + Dpr(2)pr(y)
k=0

har heltallige koefficienter til z7y*, men det er netop indgangene
i matricen A,,. O

Bemarkning 6 I Collars arbejde [10] kan man finde en eksplicit
formel for elementerne i A,,, som klart viser, at de er hele tal:

. . 2

() _ (_1yitk(; n+1+j5\(n+1+k\[/j+Ek
ali = (-1 <y+k+1>< S (R E
(19

Hvis vi indseetter formlen (17) i udtrykket ovenfor for K, (z,y)
finder vi folgende udtryk:

o5 )0

Den identitet, der fremgér ved at sammenholde (19) og (20), kan
vises ved induktion i n. Kaldes den numeriske veerdi af hgjresiden
i (19) for R,, og leddet i summen (20) for Cj, sa bestar induk-
tionsskridtet i formlen R,11 — R, = Ch41, hvis bevis overlades
til laeseren.
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Hilbertmatricen ., som operator pa Hilbertrummet (>

Betragt Hilbertrummet £2, som bestar af alle kvadratisk summab-
le komplekse talfglger, i.e.,

= {x= (Ta)nz0 | Y |za|* < 00}, (21)
n=0
med skalarproduktet

(x,y) = i TnUn- (22)
n=0

Vektorerne g = (1,0,0,...),e; = (0,1,0,0,...),... udggr en or-
tonormal basis for Hilbertrummet ¢2.

Til en begraenset operator A pa ¢2 knyttes den uendelige matrix
A= (ajr),0 < j, k givet ved

ajr = (Aey, ej), (23)

altsa k’te sgjle er koordinaterne til billedvektoren Aey med hensyn
til den ortonormale basis. Der geelder altsa

o0 [ee]
Aep = ajrej, |[|Aerl]* = lajx
=0

=0

2

)

hvor den forste rackke konvergerer i ¢2 og den anden rackkesum
fglger af Parseval’s formel. Specielt har vi, at A’s sgjler tilhgrer
Hilbertrummet.

Man ser let at matricen hgrende til den adjungerede operator
A* er matricen A*, hvis (j, k)’te element er @y ;. Specielt fplger,
at operatoren A er hermitesk hvis og kun hvis a; = ay; for alle
i, k.

Sporgsmalet er nu om Hilbertmatricen Ho, er matrix for en
begraenset operator. At svaret er ja fglger af
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Satning 7 (Hilberts ulighed) For (ag,as,...,a,) € R"1\{0},n >
0 gelder

n
0< Z _ %k <7TZak (24)

=0’ J+k+1

Bevis. Til (ag,a1,...,a,) € R*1\ {0} betragtes polynomiet
n
z) = Z apz”,
k=0
som ikke er nulpolynomiet. Altsa far vi
1
0< / p(x)de =
0

/ z”: x] zn:aka: dx—Zaak/ 27 R da
7=0 = 7,k=0

n
ajag

]k:0j+k+1’

(25)

hvilket giver den venstre del af uligheden (24).
Idet p(eit) = p(e~ ™) finder vi ogsé

/ Ip(e™)|? dt =

zt 2dt "y zgt ake —ikt dt
2 j€
mwJ— ‘
Z a5 / IR gt = Za%. (26)
k=0

7,k=0

Bemeerk, at ligningen overfor er et specialtilfzelde af Parseval’s lig-
ning for Fourierraekker. Vi anvender nu Cauchys integralssetning
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og integrerer den hele holomorfe funktion f(z) = p(2)?,z € C
over halvcirklen [—1,1] U {e | t € [0, 7]} og far

0= / 2dt + / )2iet dt,
hvoraf

1 1 T
/p(t)th</ p(t)th:’—i/ p(eh)2e ”dt‘ / ip(cit) 2 dt.
0 —1 0

Ved at kombinere denne ulighed med (25) og (26) folger hgjresiden
i (24). O

Neaerveerende smarte bevis skyldes Toeplitz.
Bemarkning 8 Hilberts ulighed udvides let til komplekse tal: For
(ag,ai,...,a,) € C"1\ {0}, n > 0 geelder

" CLJCLk 2
O<Z +k+1<w21ak1 (27)

(Seet aj = aj +if; og brug den reelle ulighed to gange.)

Definerer vi nu en operator H pa S = span{e;,j = 0,1,...}
ved linearitet og ved fastsattelsen

> 1

He; = ——e;,
; jz:%)]—i-k‘—l-l J

som har mening i ¢ da Z}?io(j +k+1)"2<o00,ser H:S — (2
en teet defineret operator, som opfylder

0 < (Hx,x) < «||lz||>, x€5\{0}. (28)
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Udtrykket (x,y) — (Hx,y) er et indre produkt pa vektorrummet
S og altsa geelder Cauchy-Schwarz’s ulighed

[(Hx,y)[” < (Hx,x)(Hy,y),
men kombineres det med (28) fas
[(Hx, y)| < =[[x|lllyll, x,y€S5

Ved denne ulighed ser man let, at H pa entydig made kan udvides
til en begraenset operator i 2 med ||H|| < 7. Af det foregdende
er det klart, at H er en positiv selvadjungeret operator.

Man kan vise, at normen er lig med 7 og at dens spektrum er
intervallet [0, 7], men da operatoren ikke har nogen egenvaerdier
er det et siakaldt rent kontinuert spektrum. Disse resultater er
ikke lette at vise. Henvisninger og detaljer kan findes i [9].
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