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Redaktion

Lise Lindberg Frellesen
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* Bo ‘Maling’ Malling Christensen,
* Frederik Mollerstrom Lauridsen,
* Jens Siegstad,

* Jingyu She,

* Kasper Fabaech Brandt,

* Kristian Knudsen Olesen,

* Kristian Peter Poulsen,

* Maria Bekker-Nielsen Dunbar,
* Martin Patrick Speirs,

* Sgren Knudby,

* Sgren Wengel Mogensen

lgs ved tanken om hjemve. Det er peerelet at holde kontakt med
vennerne derhjemme, og med internetsider som MUH kan man
ogsa sagtens folge med i de store nyheder i hjemlandet.

Hvis du fgler dig fristet af at tage ud skal du fgrst og fremmest
vide at man skal veere i god tid! Der skal nemlig sgges om et
udvekslingsophold et helt ar i forvejen! Og for ansggning skal du
allerede have besluttet praecis hvor du vil hen, hvad du vil stude-
re og have skaffet en masse dokumenter, men alt dette kan Det
Internationale Kontor hjzlpe dig med. Og sa er det selviglgelig
vigtigt at komme til de dersens foredrag om udlandsophold! Og
sa er det maske ogsa lige lidt vigtigt at nasevne, at man altsa ikke
behgver tage til USA som mig, men at der ogsa er udvekslingsaf-
taler med mange andre lande over hele Jorden. Sa du kan faktisk
komme nasten lige derhen du drgmmer om!

21. drgang, nr. 2
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Vi bliver ved

Kristian Knudsen Olesen

Sa kom endnu et blad! Redaktionen har hermed besluttet at ggre
dette til en vane. Mere praecist er intentionen, at der skal udkom-
met et blad omkring midten af hver blok. Til dette nummer har
Fam@s modtaget flere indlaeg, og det er vi er pa redaktionen rigtig
taknemlige for.

Til alle jer der har deltaget i preemieopgaven, men ikke vundet,
har vi ikke andet at sige end prov igen. Chancen for at vinde
forstepraemien er bedre end i Lotto,! praemierne er mere kreative
og det er betydeligt mindre omkostningsfuldt at veere med.

Det neerveerende nummer af FAM@S indeholder (naturligvis)
en rackke nye artikler, og redaktionen kan prale af, at disse er af
megen forskellig karakter. Der er tekniske artikler, sjove artikler,
beretninger, anmeldelser, en prseemieopgave, en kryds-og-tveers,
et spil og naturligvis et svar pa sidste FAM@S preemicopgave. Alt
dette i et enkelt blad.

Vi i redaktionen haber at du vil nyde dette nye nummer af
FAM@S og hvis vi er heldige, bliver inspireret til selv at sende et
indleeg til famos@math.ku.dk.

!Under antagelser som undertegnede finder rimelige.

FaMm@s december 2011

Oversgisk beretning

The American (College) Dream

Lise Lindberg Frellesen

Kender du fglelsen af at man sidder dag efter dag og stirrer ind
i den samme tavle/underviser/mur? Og kender du fplelsen af, at
man bare vil langt veek fra det hele, men samtidig ikke bare glem-
me alt om sin uddannelse?

De falelser kendte jeg alt for godt da jeg sad som andenarsstude-
rende, og virkelig traengte til noget motiverende for at feerdigggre
min bachelorgrad. Men heldigvis fandt jeg en lgsning pa det hele:
Jeg skred sgu! Jeg pakkede min skoletaske, hoppede pa et fly og
flyttede ind pa Boston College. Okay, okay! Sa nemt er det méske
heller ikke at tage ud og studere i udlandet. Faktisk er der rigtig
meget hardt arbejde og planleegning i det, men jeg kan love at
det er det hele veerd!

Jeg har nu veeret her pa Boston College i 3/4 af min tid (ca. 3
maneder), og vil neesten ikke hjem igen. Det er en meget anderle-
des oplevelse at prove at studere pa et privat universitet (Jep, lad
dig ikke narre af navnet: Boston College er faktisk et universitet!)
i forhold til et offentligt, som KU. Her kan man sagtens maeer-
ke at det ikke er gratis at ga! Alle bygninger, lokaler, omgivelser
og faciliteter bliver holdt bedre gje med end russer, der prgver
at dividere med nul! Alt her ligner en teenage college-film, hvor
der bliver drukket/festet i smug (da aldersgraensen er 21!), der er
mgdepligt til timerne, helt uhyggeligt klamt mad i kantinen, helt
uhyggeligt dumme football spillere (som man rent faktisk har ti-
mer sammen med) og helt vildt venlige mennesker. Man kan sige
meget om amerikanerne, men de er virkelig dbne og venlige. Det
kan dog tage sin tid rigtigt at komme ind pa dem, men de er der
altid nar man har brug for det. Det samme gaelder leererne, som

21. argang, nr. 2
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Sadan smager dit naermiljg

hallens gra veegge. Alt i alt var turen pa Kaffekilden en hyggelig
oplevelse, men for den studerende med flad pengepung er det ma-
ske lidt for hyggeligt. Den rare og afslappede stemning opfordrer
dog til at blive haengende s& leenge man vil (de har abent alle
dage til kl. 22) og skulle man kede sig, s kan man tage sig et spil
backgammon eller terninger.

GR@D, ¥k %k k¢

Ogsa maven skal forkeeles i den kolde tid og ligesom nisserne har
man nu mulighed for at finde leekker grod pa Nerrebro. Restau-
ranten hedder GROD og ligger pa Jeegersborggade 50. Tirsdag til
fredag fra kl. 7 til kl. 20 (weekenderne fra k1. 10 til 20) byder fire
unge friske gutter syngende pa alt fra havregréd med tranebser
til risotto med trgffel. Konceptet lyder pa en fast aftengrgd om
ugen, som udvikles om mandagen, hvor der derfor er lukket. Vi fik
serveret porrerisotto med gedeostecreme (50 kr.), som nok aldrig
bliver en favorit, men bestemt smagte og maettede godt. Derefter
fik vi et dejligt glas &blegrgd med vaniljefledeskum og graeskar-
kerner (25 kr.), som var et stort hit. Vi anbefaler dog, at man
tjekker ugens ret pa Facebook (du skal bare sgge pA GROD), og
stgder du pa en uge med trgfler, sé er det med at skynde sig ned
til GrgdGutterne. Aftensmad kan fas fra kl. 17 og allerede en time
efter er det lille lokale godt fyldt op. Alle sidder ved langbordet,
og her kan sidde fire par og maske flere, hvis man nyder at sidde
teet. Hvis der ikke er en ledig plads, s& har man mulighed for at
tage groden med hjem (det hedder to-go-gred). T denne herlige
juletid vil GrgdGutterne servere risengrgd til bade dig og nisser-
ne, som du kan nyde over et hurtigt slag Bezzerwizzer. GRZD
er et spaendende alternativ til fastfood, og prisen er heller ikke
afskrackkende i forhold til maethed og tilfredsstillelse.

FaMm@s december 2011
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Blokkens spil

— Lejligheder

Bo ’Maling’ Malling & Martin Patrick Speirs

I dette nummer ser vi pa spillet “Lejligheder”. Det kraever blot en
blyant og et stykke (kvadreret) papir. Lejligheder spilles oftest af
to spillere (A og B), pa et N x M gitter af punkter. Spillerne skiftes
til at foretage et treek. Et traek bestar i forbinde to nabopunkter
med en lodret eller vandret linje. Hvis man med sin linje skaber en
1x 1 kasse ma man skrive sit bogstav i kassen og foretage endnu et
track. Spilleren med flest kasser, nar der er lavet (N —1) x (M —1)
kasser (alt er fyldt ud), bliver karet som vinder.

12001 viste David Wilson, at Lejligheder altid kan vindes af spiller
B (personen der ikke starter) pa et 3 x 5 breet.

Opgaver:

e I hvor lang tid kan et spil fortsatte, fgr der ngdvendigvis
kommer en 1 x 1 kasse?

e For hvilke braetstgrrelser er det muligt at finde en vindende
strategi for spiller A?

11 ATA ATA
L. A, Lo

Figur 1 I ovenstaende eksempel er billede 1 udgangspunktet, hvor
B lige har sat den tykke streg, og det er A’s tur. I spil nr. 2 vil A
tabe. I spil nr. 3 vil A vinde.

21. drgang, nr. 2
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Et irrationelt bevis for irrationaliteten af /2, n > 2 Rolf Poulsen 53

[3] C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond & R. Taylor. On the mo- netop der, hvor vaerdien af at indfri er den samme som af at holde
dularity of elliptic curves over Q, Journal of the American optionen i live. Mindre fejltagelser er derfor naeppe katastrofale.
Mathematical Society 14 (2001), pp. 843-939

Ansvarsfraskrivelse: Forfatterne til denne artikel har ikke leest Hvorfor amerikanske optioner burde blive kaldt
nogle af de i bibliografien angivene artikler. Kierkegaard-optioner

Sgren Kierkegaard skrev, at “livet leves forleens, men forstas bag-
leens”. Det beskriver preecis situationen for amerikanske optioner:
Vi bestemmer den optimale indfrielsesstrategi (og samtidig pri-
sen) rekursivt bagleens, men ma som ejere af en amerikansk option
fglge strategien forleens i tid uden at kunne se ind i fremtiden.
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Rakken af de reciprokke primtal er uendelig

Bevis. For ethvert naturligt tal n > 2 lader vi

Vi viser fgrst at

3)

1
n’

15~

w
PEPy p

0

Antag at p € P,. Da p er et primtal er p > 2 og dermed er m < W

Vi finder da ved anvendelse af formlen for en geometrisk rackke
at folgende ulighed geelder for ethvert primtal p

21-56)
-20)

[
ing

Sl

Det fglger nu at

ST () (@

H
D pEP, j=0

15
Ganger vi hgjresiden af (4) ud fis en sum af formen 3,4 1
hvor A, er en mengde bestdende af naturlige tal. Maengden A,
indeholder ihvertfald alle de naturlige tal fra 1 til n, idet P,, inde-
holder alle primtal mellem 1 og n, og idet m < n kan skrives som
et produkt af primtal fra maengden P,. Heraf fglger uligheden (3).
Ifslge ovenstaende lemma har vi at

T - @LVL < exp AM@LV .

FaMm@s december 2011

Rolf Poulsen

51

optionen har den funktionelle form

= fu,(S(t:)).

Langs sti j kender vi det rette argument, tallet S;(t;), problemet
er, at vi ikke kender funktionen fi,. Det er en betinget forventet
veerdi, sa vi kunne prgve at starte N nye simulerede stier fra
Sj(ti). Men for hver af dem ville vi pa tid ¢;11 skulle starte nye
stier osv. hele vejen ud til tid 7. Vi ender med at have noget ala
N™ stier (fx 10.000%52), og det jo ikke til at have med at ggre.?
Men vi kan jo prgve med et geet eller en approksimation til f,’s
form, fx kvadratisk

EZ (7 (ti11)/R)

fi.(x) = ao + a1z + aza?,

hvor a’erne er ukendte koeflcienter, som vi vil estimere. (De budre
egentlig have t;’er pa, men det er sent i artiklen ...) Vi opfatter
nu naeste periodes (diskonterede) faktisk realiserede optionsveerdi
ﬂ»@j&v /R (husk: det tal har vi beregnet, da vi arbejder rekursivt
bagleens) som et signal om tidsveerdien. Det gor vi for alle stier
og kombinerer det med den postulerede funktionelle form af fi,,
sa vi far ligningerne

ﬁ%@tlv\m =ag + a15(t;) + @mmw.@.v +ejforj=1,...,N,

hvor €;’erne er fejlled. Vi kan nu estimere a’erne ved lineser re-
gression, her specifikt

LTy -1y T, A
= MAN X)X wi(tia),
25S3danne “nested simulations” er ikke helt s3 fjollede, som jeg her far dem
til at se ud. Men beregningsmeesssigt dyre er de altid.

21. drgang, nr. 2
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Rakken af de reciprokke primtal er uendelig
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blot en endelig sum og saledes konvergent i modstrid med den
foregaende sztning. O

Et interessant spgrgsmal er nu hvor hurtigt raekken af reciprok-
ke primtal divergerer. Hvor hurtigt divergerer den for eksempel
sammenlignet med den harmoniske raekke? Lad

og definer v, = H, — logn. Det kan vises (se [1]) at talfglgen ~,
opfylder at 0 < 7, < 1 og konvergerer mod tallet v = 0.5772.. ..
Konstanten v kaldes Eulers konstant. Vi kan nu overveje hvor
mange led der skal tage med i den harmoniske raekke for at sum-
men overstiger 100. Af ovenstaende folger det at H,, vokser cirka
som log(n) og at H,, > 100 kraever n > % ~ 1043,

Ved hjeelp af primtalsseetningen (se [2]) kan det vises at 3 ¢ p, w
vokser cirka som loglog(n) nir n er stor nok. Rakken af de reci-
prokke primtal divergerer siledes utroligt langsomt.

Litteratur

[1] John M. Howie. Real Analysis. Springer, 2001.
[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Prime_number_theorem

[3] Walter Rudin. Principles of Mathematical Analysis. McGraw
Hill,1976.
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hvor den sdkaldte Snell-foldning V' er defineret rekursivt baglaens
ved V(T') = g(S(T)) og

V(t) = max{g(S(t)), e "MEZ(V(t + At))}. (5)

Igen: Det lyder rimeligt nok. Ligningen ovenfor er jo stort set (2),
og vi kan vel ligesa godt stoppe forste gang, det ikke kan blive
bedre.
Man kan nu forsgge regne pa (3)-(5) med denne algoritme:
1. Simuler N aktiekurs-stier hver med n skridt, {S;(t;)}i o,
hvor At = T'/n, t; = iAt og j-indekset angiver sti-nummeret.
2. Udregn foldningen som

Vj(ti) = max {g(S;(t:)), e AV (tign) }

3. Brug 77 = min{t; | V;(t;) = g(S;(t;))} som indfrielsestids-
punkt for sti j.
4. Udregn gennemsnittet over mange stier () af "7 g(S; (7))
og brug det som estimat for den amerikanske optionspris.
Algoritmen er implementeret som R-kode i Tabel 4. I Tabel
5 sammenlignes beregnede priser. Simulationsalgoritmen ovenfor
giver en pris, der er omtrent dobbelt s stor som den korrek-
te amerikanske put-optionspris. Ups. Sa hvad er der galt? Fejlen
ligger i algoritmens 2. skridt, foldningsudregningen. Her er den
betingede forventningsoperator fra ligning (5) forsvundet. Bereg-
ningen af foldningen bruger derfor fremtidig information, hvorved
det fundne indfrielsestidspunkt matematisk set ikke er en stoppe-
tid. Et par faktorer ggr en fejlagtig implementation som denne
svaer at fange. For det forste er den forkerte pris ikke abenlyst
forkert; om 6,74 eller ca. 13 er det rigtige tal, er ikke umiddel-
bart oplagt. Det betyder sa pa positiv-siden, at en pris udregnet
med den slags fuld forudsigelighed er en ikke-triviel gvre graense

21. drgang, nr. 2
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Kryds-og-tvaers

Vandret:

1: Gammel program om spil,
bgger og film

10: Introduktion til Matema-
tik: Mat*****

13: Hovedpersonen i The
Simpsons

14: Ikke reelt

16: Hvid rapper

17: Niels Bohr-Instituttet

18: Dette separerer Matematik
fra Mat-Qk ifglge revyen

19: Nyligt lukket feststed

21: Studentervenlig spise

23: Temaet for arets rustur
25: I dette verdenshjgrne gar
de sjaeldent med vest

27:  Pseudo-universitet pa
Sjeelland

28: DONG kommer fgrst op,
nar man sgger pa dette ord pa
Google

33: Public Relations

34: Skynd dig!

36: Den primere effekt af
sit studiekort, nar det bliver
speerret

37: Studentermedhjalper pa
IMF

38: Let drikke

39: Denne runde spise fas i
mange variationer

42: Fgrstearsstuderende

45: Program der giver mange
russere gra har allerede i blok
1og?2

47: Spil med en totem kendt
fra sgster

49: Mr. SS

50: Pensionskasse

51: Luftig desert

54: Hans terning er populser
blandt universitetsstuderende
57: ¥***_ggster om fredagen
58: Muslimernes store bog i
ubestemt ental

59: En studerendes vigtigste
indteegtskilde

60: Follow Up-Tur

61: ***** oo King

64: Lyden af at tysse

66: Den danske aekvivalent af
ordet "mad"

68: Ikke kogt

69: Ruthenium

71: De olympiske lege

72: Kandidatuddannelse pa
IMF

74: Niveau pa norsk

76: Billede pa en computer
78: Kollegium lige mellem
HCO og Dilans

79: 9 med romertal

80: Nyeste bacheloruddannelse
pa Science KU

83: Reproducering i bydeform
85: Den danske mgntenhed
87: Ikke sgster

92: Hovedbeklaedning til huse
eller drengenavn

93: En studentertilstand man
sjeeldent er seerlig leenge i ad
gangen
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forbedringen altsé her halvanden stgrrelsesorden®® ved, at man
teenker sig om indenfor R, og en halv stgrrelsesorden ved, at man
skifter R ud med C++. Sa det er ikke en datalogisk dgdssynd, at
lade det afhaenge af situationen,?* om man skgnner det umagen
veerd at bruge C++4. I sadanne overvejelser er et realistisk forhold
til egne programmeringsevner tilradeligt.

Amerikanske optioner og simulation: hvordan ikke og

hvordan sa?

Et af de store forsknings- og anvendelsesomrader indenfor kvaniti-
tativ finansierngsteori de seneste 10 ar har veeret brugen af simu-
lation til prisfastsaettelse af amerikanske optioner. Det "folkelige
gennembrud” kom med [Longstaff & Schwartz (2001)]. Denne ar-
tikel var dog langt fra den fgrste, der kombinerede amerikanske

optioner og simulation. Forfatterne til eksempelvis [Carriere (1996)],

[Broadie & Glasserman (1997)] og [Andersen (1999)] kan med en
vis ret mugge over, at have faet stjalet rampelyset. Jeg tror en
meget vigtig grund til, at det er [Longstaff & Schwartz (2001)],
der lgber med citationerne, er at forfatterne turde bruge — selv
i et af de mest prestigefyldte tidsskrifter — de fgrste 10 sider til
detaljeret at gennemga et simpelt taleksempel; 3 perioder, 8 stier,
alle kan vaere med. Men inden jeg nar til Longstaff og Schwartz’
(simulation-regression)-ide, vil jeg fgrst forklare, hvorfor det er

23Med det bevidst lgse begreb “stgrrelsesorden” mener jeg noget ala ”ti-
potens til forskel”, sa faktor 10 er en stgrrelesorden, faktor 100 er to, og faktor
3~ 10%° er en halv.

21Et sted det er umagen verd at bruge C++, eller i hvert fald at kal-
de kompileret kode fra R, er ved lgsning partielle differentialligninger med
differensmetoder.

21. drgang, nr. 2
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Interview

5 hurtige til de voksne

— om intuitionisme

Jingyu She og Maria Bekker-Nielsen Dunbar

“Hvad er det, du vil med matematik? Du vil gerne opbygge nogle
modeller af et eller andet, som pa en eller anden made formali-
serer en eller anden tankegang eller idé.”

— Asger Tornquist

I anledning af vinterens mangel pa sollys er to HCO-unger gaet
i teenkeboks. Til daglig laver vi beviser til hgjre og venstre ved
hjeelp af uendelige approksimationer - men giver det overhovedet
mening?

Luitzen Egbertus Brouwer® lavede sit eget logiske system, hvor
det var dybt urimeligt bare at fgre behandlingen af endelige maeng-
der over pa uendelige meengder; hvor det beviselige kun kunne
bevises ved konstruktion (og ikke modstrid). Hvorfor er han ga-
et i glemmebogen, og hvad hvis vi alligevel begynder at taenke
matematik pa andre mader?

Folgende er en vurdering fra Asger Térnquist, matematiker pa

IMF, som beskaeftiger sig med logik og maengdelsere:
“I en hwvis forstand tabte Brouwer. Han gjorde en meget, meget fornuftig
indvending mod ukritisk at anvende den samme logik til at tale om en-
delige ting og uendelige ting. Men i dag er det nesten umuligt for os at
kunne sympatisere med det Brouwer konkret sagde, for det reflekterer et
meget mere uferdiggjort forhold til uendelige mengder. Vi er, pa godt og
ondt, blevet formet af at have brugt vores nuvarende maengdelere i lang
tid. Nu spiller alternative logiske systemer mest en rolle inden for data-
logi. Nok fordi de er interesseret i konkret beregnelighed og beviselighed
frem for abstrakt sandhed.”.

3Kendt nederlandsk topologiforsker og seerligt intuitionismens fader
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sidder foran computeren. Og hvis man sa ikke-spor-hypotetisk (se
[Pedersen, Weissensteiner & Poulsen (2011)]) skal udregne ikke 1,
men 5.000 priser, der skal indga i et dynamisk portefgljevalgspro-
blem, sa kan den ene beregning kgres over en nat, mens den anden
tager en maned. Sa selv med dagens computere kan beregningstid
blive en flaskehals. Det betyder, at der er al mulig grund til forske
i forbedrede berergningsmetoder.

En ide er, naturligvis, at man med blyant og papir leder efter
lukkede formler. Det kan give dramatiske hastighedsforggelser;
eksempelvis ser vi i Tabel 3, at det kun tager 0,04 millisekund
at udregne en optionspris fra Black-Scholes-formlen (der dog kun
virker for europeiske optioner). En anden mulighed er at formu-
lere sine prisfastseettelsesproblemer vha. partielle differentiallig-
ninger og sa angribe dem numerisk. Binomial-metoden kan ses
som en numerisk lgsningsmetode, men som sddan er den en ab-
solut letvaegter, der findes vaesentligt bedre teknikker. En tredje
tilgangsvinkel er Monte Carlo-simulationsteknikker, eller i min
forskningsverden blot: simulation. Dette er en bred betegnelse for
beregningsmetoder, hvor tilfeeldige tal — samt asymptotiske re-
sultater som fx store tals lov — spiller en stor rolle. Monte Carlo
henviser s til casinoet sammesteds,?! hvor der er masser af tilfzel-
dige udfald — men hvor vi godt ved, hvordan det gar i det lange
Igb. Simulation er som udgangspunkt langsomt. Tabel 3 viser,

lang tid at prisfastseette som en 1-arig. For den naturlige metode passer det
s& godt, som det nogenlunde kan. Den 30-arige optimerede R-kode er noget
hutigere end "forventet”, 6,8 < 13,5 = 0,0015 x 30%; det skyldes at de 15 milli-
sekunder inkluderer nogle faste beregningsomkostninger eksempelvis til kom-
pilering. C++-koden taber omvendt hastighed, 2,3 > 1,35 = 0,0015 x 302.
Grunden er ikke helt klar for mig, maske ekstra omkostninger til hukommel-
sesallokering ifm. lange vektorer.

21For administrative feinschmeckere er Monte Carlo et kommunaldisktrikt
i fyrstendgmmet Monaco.

21. drgang, nr. 2
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5 hurtige til de voksne Rolf Poulsen

(SR oN
—

Tid (ms)

sandsynlighedsteoretikere og lave teori for endeligt additive sand-
synlighedsmal frem for teelleligt additive sandsynligshedsmal. Det
kan da godt pakalde sig en vis nysgerrighed fra os andre. Men pri-
meert opstar der en masse bgvl med selvskabte problemer, uden
at nogen bliver klogere af det.

MWJ: Det tor jeg ikke udtale mig om, da jeg ikke kender det
konkrete eksempel i dybden.

C++-kode
Visual Studio; ~Tabel 1
Visual Studio; ~Tabel 2

Metode

Kan man for ethvert matematisk spgrgsmal nemt bygge

35
6,0
2,3

12

Tid (s)

C++-kode

GNU g++ ; ~Tabel 1
GNU g++ ; ~Tabel 2
Visual Studio; ~Tabel 2
GNU g++ ; ~Tabel 2

Metode

en maskine , hvor en lampe markeret “Ja” lyser, hvis
det er sandt, og en lampe markeret “Nej” lyser, hvis
det er falsk?

15

(fys., p) 458 (fys., o-p) 260

~ 750

720

~ 30

(CPU, p) 126 (CPU, o-p) 119

Tid (ms)

AT: Fglger man Church, Godel og Turing, sa viser det sig, at det
at afggre sandhed er noget helt andet end at afggre beviselighed.
Beviselighed er noget, hvor der findes en semieffektiv, mekanisk
proces; sandhed tillader ikke en lignende proces. Mit udgangs-
punkt er at kigge pa det her ud fra den analyse som Church,
Godel og Turing gav os, og sa er svaret nej, denne maskine findes
ikke.

EH: Jeg synes, at spgrgsmalet har indbygget en misforstaet op-
fattelse af, hvordan vi arbejder som matematikere. Hvis ikke man
kan bevise (eller modbevise) en pastand, sd sendrer man pastan-
den. Hvis man heller ikke kan bevise den pastand, sa sendrer man
den igen. Man bliver ved og ved med at rette pastanden ind, indtil
der fremkommer et eller andet, som man kan bevise. Jeg synes
slet ikke, jeg skelner mellem, om en pastand er logisk uafggrlig
eller om jeg bare er en knold til bevisteknik. Det er to sider af
samme mgnt.

MWJ: Helt klart nej. Matematikken stgder hele tiden pa ek-
sempler, der ikke pa en klar made daekkes af de regler, man hidtil

R-kode

Windows; Tabel 2; R 2.14.0

Windows; Tabel 1; R 2.11.1
Windows; Tabel 1; R 2.14.0
Windows; Tabel 2; R 2.11.1
Linux; Tabel 1; R 2.11.1

252 skridt
Metode

0,04
310
65.000
600
6,8

Tid (s)

(fys., p) 209 (fys., o-p) 57
(CPU, p) 55 (CPU, o-p) 51

R-kode

Linux; Tabel 2; R 2.11.1
Europeeisk B/S-formel

10® B/S-sim. ~ £ 0,3%

10* Tabel 4 stier ~» + 1,4%
(30 x 252) skridt

Windows; ~Tabel 1; R 2.14.0
Windows; Tabel 2; R 2.14.0

Metode

~rolf/FAMOES. Windows-kgrslerne er foretaget pa en Intel P8700 Core2Duo CPU med 2.5 GHz

og 3 GB RAM. Eller mere forstaeligt: P4 min et par ar gamle computer, der da den var ny, var
ret kraftig af en beerbar at veere. Linux-kgrslerne er fra IMF’s Shannon-server, og her indikerer

darbinomialmodellen. Parametrene er som angivet i Tabel 1. Al kode findes i www.math.ku.dk/
p/o-p om kerslen skete pa et travlt tidspunkt eller ej (peak/ off-peak).

Tabel 3 Beregningstider for algoritmer til prisfastseettelse af en amerikansk put-option i stan-

FAM@s december 2011 21. drgang, nr.
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5 hurtige til de voksne

EH: Kontinuumshypotesen ligger langt fra mit interesseomra-
de — jeg har aldrig staet i en situation, hvor den betgd noget som
helst. Sa jeg har ikke steerke folelser der. Man kan se pa udvalgs-
aksiomet” i stedet for. Her ma jeg sige, at udvalgsaksiomet ikke er
min kop the! Pastande, der afhsenger af udvalgsaksiomet, er efter
min bedste overbevisning fup og fidus. Man kan bruge udvalgs-
aksiomet til at komme med visse farvestaerke generelle pastande.
F.eks. at hvert vektorrum har en basis. Det har da en vis at-
traktion at kunne slynge den slags pastande ud. Men hvis man
tillader sig selv at argumentere pa den made i visse situationer,
sa ma man ogsa ggre det i alle mulige andre situationer. Og det
viser sig, at man pa den made far skabt et bestiarium af monstre
sé skreekindjagende, at man er ngdt til at kigge veek! De mareridt,
man skaffer sig pd halsen, er sa hgj en pris at betale, at det er bed-
re at forbyde udvalgsaksiomet. De vektorrum jeg arbejder med,
de HAR en basis. Det folger af meget mere konkrete og jordnaere
argumenter end udvalgsaksiomet. Har keempestore vektorrum og-
sé en basis? Well, what do I care? Hvis udvalgsaksiomet er prisen
for at svare ja, sa svarer jeg nej!

MWJ: Her er svaret nej. For det fgrste vil jeg som anti-realist
haevde, at ingen matematiske saetninger har en sandhedsveerdi
uafheengigt af den menneskelige bevidsthed, og for det andet er
de begreber, der indgar i kontinuumshypotesen, ikke klare. Der
er stadig meget at forhandle om her!

"Ifplge dette kan du blive millionzer ved at rive en halvtredser over i
endelig mange stykker og saette den sammen til to halvtredsere. Hvis du ikke
tror pa aksiomet, kan du blot rive halvtredseren i to og sette den sammen
med tape - det er lovligt at betale med sadan en.

FaMm@s december 2011

Rolf Poulsen
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Modseetningen til DSL er general-purpose languages (GPL) som fx
C++, Java eller Python. Jeg kalder som regel DSL for hgjniveau-
sprog og GPL for lavniveau-sprog. Datalogiske pedanter kan sik-
kert give grunde til, at jeg ikke burde ggre det.

I prisfastsaettelsesalgoritmen traevler vi os rekursivt baglaeens
fra det senest mulige slutidspunkt, idet vi hele tiden udnytter, at
vi netop har beregnet (¢ + 1)-elementet i ligning (2). Udvidelsen
ift. prisfastsasettelse af den europseiske option belgber sig til en
halv linjes kode. Fgrtidig indfrielse af put-optionen sker for lave
aktiekurser. For ethvert (tilstraekkeligt stort) tidspunkt, ¢;, findes
i gitteret et maksimalt tid-t; aktiekursniveau, S*(t;), siledes at
for aktiekurser under S*(t;) indfries optionen. Kurven ¢t — S*(¢)
kaldes den kritiske indfrielsesgraense, en illustration ses i Figur
1.17 Den optimale strategi for optionsejeren — der ikke kan se
ind i fremtiden — er at indfri optionen forste gang, den kritiske
indfrielsesgraense rammes. Som beregnere bevasger vi os altsa fra
hgjre mod venstre i gitteret, som optionsejere fra venstre mod
hgjre.

Amerikanske optioner: rettidig omhu i regnerier

Der er en rackke mader at forbedre beregningstiden for den na-

turlige algoritme i Tabel 1:
1. Hav nyeste version installeret. For “ansteendig” software sker
der ofte forbedringer bag scenen, dvs. skjult for slutbrugeren,

"Den opmaerksomme laeser ser, at vi pa indfrielseskurven har tegnet punk-
tet (udlgbstid, strike) (eller: (T, K')) skont dette ikke er et gitterpunkt. Man
far glattere konvergens (for At — 0) af (specielt europeeiske) optionspriser,
hvis man (ved valg af skridtleengde) sikrer, at K altid ligger pa et gitterpunkt.
Den rene af sind papeger det inkonsistente i at bruge modeller for det under-
liggende aktiv, der athsenger af den option, man skal prisfastsesette. Yeah, well

21. drgang, nr. 2
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Gat et tal

Soren Filers

Et gt

En aften midt i oktober faldt jeg pa nettet over en konkurrence
afholdt af radioprogrammet Detektor pa P1 om at gaette det tal
mellem 0 og 100, der var halvdelen af gennemsnittet af de ind-
komne svar. Jeg taenkte over det et stykke tid, og da det var gaet
op for mig at det ikke var en konkurrence jeg ville kunne vinde
med matematik alene kom jeg i tanke om at jeg havde set noget
lignende fgr pa Politikens bagside. Efter lidt sggning lykkedes det
mig at finde data for en tilsvarende konkurrence udfgrt i 2005 i
regi af @konomisk Institut ved Kgbenhavns Universitet. Opgaven
var der at ramme 2/3 af gennemsnittet af de indkomne svar, og
praemien var 5000 kroner. Der indkom 19196 svar og gennemsnit-
tet blev 32,407, sdledes at man ville vinde ved at svare 21,605, jf.
[1] samt figur 1 (gverst).

Jeg besluttede mig for at svare i Detektors konkurrence ud fra
forudseetningen om at deltagerne der, ville opfere sig pa samme
made som deltagerne i Politikens. Men jeg var selviglgelig ngdt til
at korrigere for at mens man i den gamle undersggelse skulle ram-
me to tredjedele af gennemsnittet, s var min opgave at ramme
halvdelen.

For begge konkurrencer, taenkte jeg, geelder at jo leengere man
teenker over sagen (eller tillsegger sine konkurrenter at teenke over
sagen), jo lavere et svar giver man. I Detektors konkurrence kunne
man raesonnere som fglger: Enhver kan se at svaret ikke kan blive
mere end w - 100 = 50, sa derfor er det dumt at svare med et tal
stgrre end 50. Men hvis enhver kan se det, og folgelig svarer med et
tal mindre end 50, s kan svaret ikke blive mere end (3)2-100 = 25
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som
exp(At 4+ oV/At) = u m/ ssh 3
S(t+ At) = S(t 2
(t+At) () exp(aAt —ov/At)=:d m/ssh i’

hvor « og o er konstanter. Aktieafkastenes spredning bestem-
mes af o, der kaldes volatiliteten. Igen har vi foretaget en subtil
udvidelse af modelrammen: Vi kan ikke blot variere antallet af
skridt, men ogsa og uathaengigt heraf tidsskridtleengden At¢. Man
kan spgrge, hvorfor tidsskaleringen er som den er; specielt hvor-
for +0v/At modellerer usikkerheden. Det vil dog fere for vidt at
komme ind pa det her, men tro mig: Det er det.'S Vi antager,
renten er konstant og parametriserer diskonteringsfaktoren som
Ro; = RYAt hvor R = e"™ . Den betingede Q-op-sandsynlighed
er den samme i alle knuder,

Taylor-udvilker man ¢ i At ser man, at led af formen o/At domi-
nerer for sma tidsskridt (hvor v/At > At). Kombineres det med
en tilpas kraftig version af den centrale graenseveerdissetning, se
kapitel 7 i [Lando & Poulsen (2006)], kan vise man, at o asymp-
totisk ingen effekt har pa optionspriser — og derfor ofte udlades.
Sandsynlighedsteoretikere kan skimte Girsanovs szetning her.
Tabel 1 giver en R-implementation af en naturlig algoritme
til udregning af prisen pa en amerikansk put-option. R er et
open source programmeringssprog, det kan downloades fra www.

En indikation af rimeligheden kan man fa siledes: Benyt empiriske
horisont-h log-afkast, Ax(¢t) = In(S(tA)/S(t — hAt)), til at estimere « og
o. Foretag estimationen for forskellige horisonter, h, og se, at a og o er no-
genlunde upavirkede heraf.

21. argang, nr. 2
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Gaet et tal

En sejr

Og sa vandt jeg sgu! De 595 der deltog svarede i snit 14,5671 og
derfor kom jeg naermest maéltallet 7,2836. Sglvmedaljerne gik til
to andre der havde svaret 7,16, s& marginalen var ret bred, men
det eergrer mig selviglgelig lidt at hvis jeg ellers havde evnet at
regne rigtigt med tre decimalers ngjagtighed s& havde svaret (1)
kun vaeret lige godt en promille forkert. Thomas Buch-Andersen,
der er veert for og idemand bag Detektor, ringede mig op og in-
terviewede mig, og i programmet fik jeg spillet en fanfare til min
zere, og fik en mulighed for fuldkommen skamlgst at reklamere for
at “matematik er et fantastisk kraftfuldt veerktaj”.

Men jeg fik ikke lov at smage sejrens sgdme ret leenge. Den
fgrste — men absolut ikke den sidste — der gav lyd var matema-
tikstuderende Sune Jakobsen, der problematiserede den made jeg
havde arbejdet med gennemsnit pa. Jeg har to ting at sige til det.
Det forste er, at det svarer til at forteelle en person der lige har
vundet en million i Lotto at han er et fjols nar han deltager i et
spil med kun 60% tilbagebetaling. Det andet er at det har man
joret i.

Forudssetningen for mit svar var jo at de to konkurrencer var
xkvivalente og at man kunne transformere sig frem og tilbage
mellem dem med en given funktion ¢pp : [0;100] — [0;100].
Den letteste made at bestemme ¢pp pa er nok gennem brug af
logaritmer med forskellige grundtal. Seetter vi

X x

fr(x) = Howw\m Agv Ip(x) = logy AQV

far vi jo netop at de svar i de to konkurrencer der svarer til samme
antal iterationer af argumentet herover sendes til samme vaerdi i
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fisk betydning; vi kunne ligesa godt kalde optionerne orange eller
varmforzinkede. !

Ejeren af en (endnu ikke indfriet) amerikansk option skal hele
tiden overveje, om hans option er mere veerd “dgd end i live”. Hvis
han undlader at indfri og derved holder optionen i live, sa far han
et lignende valg i neeste periode. Optionsejeren gor, hvad der er
mest fordelagtigt, og oversat til ligninger giver det en dynamisk
@womamBBoibmmwoibEmizmm:mwWo__gmb-:mabmonwEmmF3\»,

pa en amerikansk option:

1

w(t) = max {g(S() 1

EQ (At + i. ()

Jeg haber ovenfor at have kommunikeret det intuitivt rimelige i
ligning (2), og som vi om lidt vil se, er det kodningsmaessigt lettere
gjort end sagt. Men matematisk /teoretisk er det mere subtilt. Thi:
Hvis det er 1. led pa hgjresiden i (2) (kaldet indfrielsesveerdien; 2.
led kaldes tidsveerdien), der er stgrst, sd strider det lodret imod
ligning (1). Ups. Der, hvor kaninen forsvinder ned i hatten, er at
(1) udtaler sig om priser for aktiver, hvis betalinger er givet pa
forhand. Men altsa igen: “givet” som tilpasset stokastisk proces,
dvs. nar et tree repraesenterende informationsstrukturen er ble-
vet lavet, s kendes aktivets betalinger i hver eneste knude. For
en amerikansk option har ejeren derimod en yderst ikke-triviel
indvirkning pa betalingsprocessen. Ikke desto mindre kan man
vise, at (2) vitterlig giver den eneste arbitragefri amerikanske op-

14En historie fortzeller, at den (amerikanske) gkonom Paul Samuelson som
den fgrste brugte betegnelsen “amerikansk” om optioner med fgrtidige ind-
frielsesrettigheder. Han gjorde det for at signalere noget bedre, noget mere
avanceret. Selveste internettet har dog veeret ude af stand til at bekraefte den
historie, sa . ..

21. drgang, nr. 2
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opp(1),-.-,dpp(yn). Resultatet var ikke ligefrem befordrende
for min selvtillid. Som man ser i figur 1 var fordelingen af de
transformerede svar fra Detektor dramatisk anderledes end den
for de oprindelige fra Politiken; toppene ligger forskellige steder,
og der er for de transformerede veerdier en stor koncentration af
svar omkring ¢pp(1) = 6,76 der formentlig skyldes at Detektor
havde formuleret konkurrencebetingelserne saledes at der var en
del lyttere der, uvant med gaengs matematisk terminologi, troede
at de ikke matte svare andet end positive heltal og derfor valgte
at svare 1.

Jo leengere jeg ser pa figur 1, jo mere forekommer det mig at
de eneste de to fordelinger af svar har tilfzlles er at

1 Y 1Y
@MSH@EU EM&&

og at min indsigt saledes var videnskabsteoretisk sekvivalent med
den som Percival Lowell havde da han forudsagde Plutos eksistens
og position baseret pa en fuldkommen forkert teori om diskrepan-
ser i Uranus og Neptuns baner.

Et efterspil

Nogle af mine venner har fremfgrt at det var usportsligt af mig
at deltage i konkurrencen, og en enkelt har endda ment at jeg
burde fa konfiskeret praemien, som det skete for den mand der i
en alder af 31 ar vandt en bgrnetegnekonkurrence i TV2 Lorry.
Det er jeg selvfglgelig uenig i; jeg ma nok indrgmme at jeg er god
til at regne med logaritmer, men i forhold til Nash-ligeveegte og
spilteori er min veesentligste kvalifikation at jeg har lest [2] (jeg
har ogsa set filmen i flyet — men jeg sov noget af tiden). Desuden
er det ikke sa let at konfiskere en fanfare.

FaMm@s december 2011

Rolf Poulsen
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mv. er forsamlet i biblioteket, hvordan og hvorfor butleren gjor-
de det. Pa samme made vil jeg tilsidst afslgre, hvad amerikanske
optioner burde blive kaldt. Undervejs skal vi sa grueligt meget
igennem, dvs. jeg kommer ind pa en rackke emner fra min forsk-
ning. Med en karikeret ’70-formulering “siger det enormt meget
om samfundet”. Holdbarheden af litteratur med dette som hoved-
mal har vist sig tvivlsom. Jeg lader det veere op til leeseren, om det
bliver bedre eller veerre, hvis man som overordnet princip sgger
at bytte “litteratur” ud med “forskning”.

Arbitragefri prisfastsattelse: taenk globalt, regn lokalt

Fgrst omskriver vi den globale definition af et martingalmal fra
[Lando (1999)] til en lokal karakterisation. Vi betragter et vilka-
ligt!'! aktiv med en givet dividende-proces § tilpasset vores filtre-
ring og lader ~ angive diskontering med det lokalt riskofrie aktiv,
dvs. division med Roy = (1 +179)- (1 +71)-...- (1 + 1), hvor
r er den — muligvis stokastiske — korte rente. I en arbitragefri
model skal aktivets prisproces, 7, opfylde

7(t) = Ef W o(t)

Jj=t+1
- E9 6(t+1) +=w© EQ MHU WQV
"\ Ros1 N R P ’
=n(t+1)

H« Arbitreert” kunne man sige, men det ord er belastet i netop denne sam-
menhaeng.

21. drgang, nr. 2
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Gt et tal Blokkens opgave

Gaet selv et tal

Men jeg burde méaske have vidst at der lige i min neerhed var
en klart overkvalificeret person, nemlig Frederik @vlisen fra Qko-
nomisk Institut, der underviser pa @klntro og Mik@k2. Det var
Frederik der i sin tid forestod konkurrencen i Politiken og hans
ph.d.-athandling [3] og artiklen [4] er i hgj grad baseret pa ob-
servationer fra dette — et af verdens stgrste — adfserdsgkonomiske
eksperiment, hvor han fx kunne pavise at deltagere med lsengere-
varende uddannelser svarede anderledes end dem uden. Forleden
fik jeg, sammen med de studerende der er sa heldige at folge Mi-
k@k2 i indevaerende blok, en oversigt over denne konkurrences
fascinerende historie og om Frederiks forskning i omradet. Jeg fik
lokket ham til at beregne

Martin Patrick Speirs

Send en mail til redaktionen med dit bud pa et tal i intervallet
]0; 100[. Vinderen er den, hvis gaet er teettest pa Eilers’ tal — dvs.
halvdelen af gennemsnittet af de indkomne svar. Send dit bud til
famos@math.ku.dk inden 29. februar 2012.

Du kan eventuelt finde inspiration til dit bud i Soren Eilers’ artikel
i dette blad.

N
% > ¢pp(x;) = 18,3488
i=1
der altsa siger at jeg burde have svaret 9,174, og ladet sejren ga
til de to deltagere pa 7,16.

Jeg trgster mig lidt med at hele gvelsen med konkurrencen var
at vise at selv om der er et teoretisk korrekt svar, nemlig lige-
vaegten 0, s kan man ikke vinde ved at vaere 100% rationel. Men
at det skulle veere ngdvendigt at blaese Jensens ulighed — og alt
hvad jeg ellers plejer at praedike — en hatfuld for at hive sejren Praemie
hjem er alligevel noget af en kamel at sluge. S& maske vi bare skal
blive enige om at jeg var lidt heldig. Det kan jo ske, ogsa for en
matematiker.

Det er nemlig rigtigt! FAM@s-redaktionen udlodder endnu engang
en flot praemie til den kloge age, hvis svar kommer taettest pa det
rigtige. Om prezemien kan vi afslgre, at det er noget, man kan
kobe sig til. Den har en veerdi, der (regnet i kroner) er et reelt

En tak algebraisk tal.

Jeg er taknemmelig for hjezelp og bidrag fra Sune Jakobsen, Lot-

9Dem der har MI i denne blok vil vaere glade for at vide at de reelle

te Folke Kaarsholm, Danny Lund, Mogens Steffensen, Frederik
@vlisen og Detektor pa P1.

FaMm@s december 2011

algebraiske tal er teellelige og dermed har Lebesguemal nul. Sa vi har dermed
udelukket “naesten alle” mulige praemievaerdier.
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Finurlige satninger Jacob Stevne Jgrgensen

Den uundvaerlige
kagedelingsformel

Tacob Stevne Jorgensen Bevis. Bemeerk, at da I og I1 er disjunkte, er

A(TUII) = A(I) + A(II)

Du kender sikkert problemet. Du sidder til kagesgster, der er kun

ét stykke lagkage tilbage, I er to sultne sjaele og kun den ene af jer Basal geometri giver os fplgende:

kan lide flgdeskum. Hvordan deler I kagen i to lige store stykker 22sin 6

kun ved hjelp af lineal og vinkelmaler? Al) = O
Problemet har plaget matematikstuderende i arhundreder, men 9 20

fat mod, endelig er en formel blevet udledt, der udtrykker forhol- A UII) = q:,mm 9

det z/r ved 6 alene, sa stykkerne I og IT far samme areal.
Vi har her benyttet, at arealet af et cirkeludsnit fratrukket en

linje er lig arealet af cirkeludsnittet.

Nu har vi
A(I) = A(ID) &
A+ A(IT
ath = A0+ AU .
A(TUII
A(I) = ( 3 ) &
a?sinf  r*¢ -
Satning 1 Lad I og 11 vere disjunkte, konvekse delmangder af 2 4
R?, der opfylder at I er den dbne ligebenede trekant med lige ben &‘w _ ¢ o
af lengde x og mellemliggende vinkel 0, og I U II er det abne r2  2sin6
cirkeludsnit med centervinkel 0 af cirklen med radius r (fraregnet T 0
snitlinjen s )®, hvor 6 €]0,%], r>0, 0 <z <r. +  \V2sing’
Lad endvidere A: M — R betegne arealfunktionen, hvor
M = ANW C R2 _ K er &\A\amlmosn Qe\mumﬁv @@Qﬁ%iﬁwmw 0g \aciémxﬂmw. hvor vi ved sidste _U:EHU?WQQOU har U@ﬁv\mﬂmﬁu at
Da er A(I) = A(II) hvis og kun hvis T = w%i z,7,6,sin6 >0 -
8Denne linje svarer til den mangde kage, der bliver siddende p& kniven - Og sé er det vist tid til noget kage!

og som bekendt er forsvindende lille.
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