Side 9-satning

V2 er irrational

Benjamin Randeris Johannesen

Alle kender mindst et bevis for at v/2 er et irrationalt tal, men
de fleste kender kun det ene sldgamle bevis, man typisk bliver
praesenteret for. Et andet bevis, man maske har set, udnytter, at
der for enhver rational rod g (lad os sige, at p og ¢ er indbyrdes
primiske!) i et polynomium

n—1

f(x) =apz" +ap 12" + -+ a1z + ag

med a, # 0, ag,ai1,...,a, € Z opfylder, at p | ap og q | an.
Specielt har vi, at hvis f er et monisk polynomium (dvs. a,, = 1),
sa er ¢ = 1. Herfra folger det, at v/2 € Q, da v/2 er en rod i
g(z) = 22 —2, hvorfor v/2 er et helt tal eller et irrationalt tal, men
det er ikke et helt tal, for 2 er ikke et kvadrattal. (Her benytter vi
naturligvis bl.a. aritmetikkens fundamentalsaetning). Dette bevis
lader sig naturligt generalisere:

Theorem 1 Huvis n € N ikke har formen n = k™, k,m € N, da

geelder, at Yn & Q.

Bevis. Hvis p,q,n € N med p og ¢ indbyrdes primiske og (%)m
n, sa er ¢ = 1 (overvej!).

Ol

Vi runder af med et meget charmerende bevis for at /2 er
irrational, et bevis der méske er bade simplere og mere elegant
end de fleste andre beviser for saetningen.

Theorem 2 /2 ¢ Q.

Bewvis. Antag for modstrid, at v/2 € Q. Der findes da n € N,
saledes at nv/2 € N. Vi bruger velordningsprincippet og lader n €
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\/2 er irrational

N betegne det mindste naturlige tal, som opfylder at ny/2 € N.
Bemeerk, at n > n(v/2 — 1) € N, da 2 > v/2 > 1. Iagttag endelig
blot, at n(v/2—1)v/2 = 2n—n+/2 € N, hvilket er en modstrid. [J
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