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Kladepapir
Sommeren er kommet

Kristian Knudsen Olesen

Blok 4 er ved at veere gaet. Sommeren er kommet. De studerende
stopper snart med at dividere for i ar, og de ansatte far et lille
pusterum fra de studerende, som lidt for ofte dividerer med nul.
Denne kommende divisionspause betyder ogsa, at FAM@s argang
21 nu er kommet til en afslutning, men som man siger: enhver
afslutning er begyndelsen pa noget nyt, og efter sommerferien
vender FAM@s-redaktionen selvfglgelig tilbage med argang 22.
Redaktionen vil gerne sige tak, bade til de studerende og de
ansatte, for den store entusiasme og opbakning der har vaeret om-
kring opstarten af FAM@s. Mange har bidraget til bladet, bade i
form af indhold og i form af hjeelp til diverse praktisk opgaver.
Skont FAM@s er et gammelt blad, er det i gjeblikket karakterise-
ret ved at have en meget ny redaktion. Dette har betydet en helt
masse arbjede fra redaktionens side, men har ogsa givet en mulig-
hed for at give bladet et nyt praeg. Det har veeret et leererigt ar, og
vi satser pa at kunne ggre det endnu bedre i fremtiden. I den for-
bindelse vil vi gerne minde om, at vi altid er glade for konstruktiv
kritik, sa tgv ikke med at sende en email til famos@math.ku.dk.
Vi er altid interesserede i at hgre fra vores leesere, og man er
velkommen til at skrive lige meget hvad man har pa hjertet.
Trykningen af FAM@S bliver betalt af Institut for Matematiske
Fag, og det er vi selvfplgelig taknemmelige for. Tilbage er der kun
at sige: god forngjelse med dette FAM@S nummer 4 argang 21.

FAM®S juni 2012

— Til hvis du far en god ide

Hvis du, mens du sidder og leeser FAM@S, skulle fa en ny ide til
et bevis for den ssetning du gar og bgvler med, s& bidrager FA-
M@S her med lidt kladepapir. P4 den made slipper du for at ligge
bladet fra dig.

21. drgang, nr. 4
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Premieopgave

Uafheengigt af ovenstaende vurderinger vides at
T(n) =n (mod 9) for alle n € Z.!

n = 5926 = T(5926) = 22 = T(22) =4 (mod 9).

Gentagen potensoploftning af 4 modulo 9 viser sig at give
49=1,4"'=4,42=16=7,43=4-7=1.Dad3 =1
gentages potenserne cyklisk med

1 (mod9) hvisk=0 (mod 3),
4F=34 (mod9) hvisk=1 (mod 3),
7 (mod9) hvisk=2 (mod 3).
Da vi ved at n =4 (mod 9), er n =1 (mod 3), og derfor fas

T(T(T(n")=n"=4"=4 (mod9).

Det eneste naturlige tal der opfylder T'(T(T'(n"))) < 12 og
T(T(T(n"))) =4 (mod 9), er

T(T(T(n"))) = 4.

Tak til Sune for den fine besvarelse!

T det folgende antages fortrolighed med DIS-pensum.

FAM®S juni 2012

Jakob Lindblad Blaavand, Oxford University
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hvor 0 < ¢ < 1. Samlet set har vi, at limy_, __Q\Ae__p = 0, hvorfor
GFzy — I for k — oo, hvormed det gnskede er vist. O

Opsamling

Da Page og Brin startede Google i 1997, blev internettet forvand-
let fra at veere en bunke ustrukturerede informationer, som ingen
kunne finde rundt i, til at blive en — ikke fuldsteendig ordnet —
bunke informationer. Men det var blevet meget lettere at finde
relevante informationer hurtigt.

Hovedidéen var at fa internettet til selv at ordne informationer-
ne efter relevans ved hjeelp af dets links. Som det er vist ovenfor
er idéen simpel, men meget anvendelig. Resultatet af en sggning
bliver bl.a. sorteret efter sidernes PageRank fundet i PageRank-
vektoren. Google siger selv, at PageRank er et af mere end 200
kriterier, der bliver sorteret efter. De resterende kriterier er forret-
ningshemmeligheder, som Google ikke siger noget om, ganske som
Google ikke offentligggr, hvad en hjemmesides PageRank preecist
er. I den seneste tid har Google lanceret et af de mest radika-
le ekstra sorteringskriterier. Ved at gemme din sggehistorik leerer
Google dig og dine praeferencer at kende. Dermed kan Google sor-
tere sggeresultater sa de er specielt tilpasset dig. Det er ganske
smart nar matematikartikler for mig far hgjere prioritet. Sgger
man f.eks. pa 'Hitchin map flat’ far man som udgangspunkt et
kort over byen Hitchin i Hertfordshire i England, og en masse
tilbud om ledige lejligheder. Laver man geometri som jeg, haber
man dog at fa artikler om Higgs bundter og egenskaber af Hitchin
afbildningen. Alt har dog en pris, nemlig at Google ved forfeerde-
ligt meget om dig. Du ma sa ggre op med dig selv, om de bedre

21. &rgang, nr. 4
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Fagrad

Fagradet er blevet oprettet igen!

Anna Munk Ebbesen

Ja, den er god nok. Fagradet er sa smat ved at komme op og
kgre igen. Det er et faelles organ for alle studierne pa IMF. Som
udgangspunkt er det et talergr fra de studerende til ledelsen og
omvendt. Som det er lige nu, har vi oprettet en bestyrelse og alle
andre interesserede bliver menige medlemmer. Som medlem har
du stemmeret i diverse diskussioner.

Hvis du vil veere medlem, skal du skrive en mail til
alexander@copalex.com, si kommer du pa maillisten - sa husk
og skriv, hvilken mail, du vil have péa listen!

Dagsordener vil blive sendt ud til alle studerende og man er altid
velkommen til at dukke op til et fagradsmgde - om man er med-
lem eller ej. Hvis du har forslag til punkter til dagsordenen eller
andet, du blot vil fortelle fagradet, sa kan du skrive os en mail
pa fagraad@math.ku.dk.

Referater fra mgderne vil kunne findes pa hjemmesiden www.
math.ku.dk/fagraad.

Vi haber pa at se en del af jer i fremtiden (iszer flere Mat-(k’ere
og Aktuarer ville veere dejligt).

Pa vegne af bestyrelsen

Anna Munk Ebbesen
Matematik ’09

FAM®S juni 2012
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Vi har nu bevist, at der findes en entydig PageRank-vektor.
Spgrgsmalet er nu blot, om vi kan finde den med potensmetoden
beskrevet ovenfor.

Proposition 4 Lad G = (gij) vere en kvadratisk matriz med
gij >0 09 i gij = 1 for alle j, og lad V' vere underrummet i
R" bestaende af vektorer v sa ) ,v; = 0. Da er G matrizrepre-
sentationen af en lineer transformation G :' V. — V og der findes
et 0 <c<1sallGulli <d||v]]y for allev e V.

Bewvis. Lad os forst se, at G tager elementer i V' til elementer i V.

Lad w = G, sd w; = 3774 gijv; og
n n n n n n
D wi=) D giyvi =3 v ) 9= v =0.
i=1 i=1j=1 Jj=1 =1 Jj=1

Dermed erw e VogG:V — V.
Nu til vurderingen, som er en smule besveerlig at vise.

n

n n
lwlly = eiws => e Y gijuy,
i=1 Jj=1

i=1

hvor e; = sgn(w;) og e;’erne er ikke alle ens, da Y, w; = 0, og
w € V — medmindre w = 0, hvor uligheden klart gaelder.

3\ 3 3
:s__HHMUSMU%anMUS.S;
j=1 =1 j=1

hvor a; = Y7 €;gij-
Da e;’erne ikke alle er ens, > ;' ; g;j =1 0g 0 < g5 < 1, er det
klart, at

—1<—-1+ming;; <a; <1—-ming;; <1.
(2 1

21. &rgang, nr. 4
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10 Algebraens Fundamentalsaetning

Bevis. Lad q(z) = p(z) — anz™. Da far vi ved brug af trekants-
uligheden for |z| > p at

n—1
lg(2)] = | 3 axe”
k=0
n—1
< MU_@w:NG
k=0
n—1
< X lal ) 2"
k=0
< (3lanll2l) 2"~

Ved at benytte fglgende version af trekantsuligheden
12 = ]| < |2 = wl
med z = p(z) og w = a,2™ finder vi at
|an2]" = la(2)] < [p(2)] < lan||z[" +[q(2)]
og ved anvendelse af fgrste ulighed finder vi at
slanllz" < |p(2)] < §lan||2|"

som gnsket. ]

Vi kan nu give det gnskede bevis for algebraens fundamental-
seetning.

FAM®S juni 2012
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er entydig? Desuden skal vi se, at potensmetoden virker og er
uafhaengig af valget af startvektor.

I det fplgende vil jeg bruge betegnelsen ||z||; = >°i |a;| for
summen af den numeriske veerdi af indgangene i en vektor. ||z||;
kaldes for 1-leengden af x.

Proposition 1 Hvis G = (g;;) er en matriz med g;; > 0 for alle i, j
og alle sgjler summer til 1, da er 1 en egenveerdi for G og ligningen
Gz = x har en lgsning, hvor alle indgange i x er positive, serligt
findes en losning med ||z||1 = >z =

Bevis. Rackkerne i G7 summer alle til 1, s& vektoren v givet
ved (1,1,...,1)T er en egenvektor for GT med egenveerdien 1,
s& GTv = v. Dermed er 1 en rod i det(GT — A\ d), og da det(G”T —
A d) = det(G — N\Id) er 1 altsa ogsa en egenveerdi for G.

Helt generelt gaelder der, at | >, vi| < >, |yi| og hvis y;’erne
har blandede fortegn er uligheden skarp.

Lad z € Vi(G) veere en egenvektor i egenrummet tilhgrende
egenveerdien 1 for G. Antag, at der er forskellige fortegn i z’s
indgange.

Da z = Gx er z; = Mw& gijrj og da x;’erne har blandede
fortegn g;; > 0, har g;;x;’erne blandede fortegn. Vi har altsa en
streng ulighed |x;| < 377 gij]7;|, og derfor har vi

n n n n n n
Sl <D0 gl =D 1wl > g = |yl
i=1 =1 i—1 j=1

i=1j=1

hvilket er en modstrid.

Altsa har alle indgange i  samme fortegn. Seerligt findes en
vektor i V4 (G) med alle indgangene positive, og dermed ogséa en
med 1-leengde 1. 0

21. drgang, nr. 4
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Artikel

Matematik og @Dkonomi

— Et lille institut, to artikler, en dokumentarfilm og en

finanskrise.

Karen ‘K2’ Hjort Brusch

I starten af april i ar besggte jeg mine foraldre i Bagsvaerd. De
har abonnement pa Information og jeg faldt over en artikel bragt
den 4. april 2012 skrevet af Center for Vild Analyse. Overskriften
var “Forskeren som Magtens Forleengede Arm”. Artiklen beskriver
hvordan forskere i dag beskaeftiger sig med et meget begraenset
fagomrade i forhold til tidligere. Der bliver forsket indenfor domae-
ner, som forskningsradene finder det vaesentligt at forske indenfor.
Burde videnskabsmanden ikke selv overveje hvad nytte man har
af denne forskning? Og méaske endnu vigtigere, hvad der ikke bli-
ver forsket i, nar linjerne pa forhand er trukket op? Og hvordan
spiller dette sammen med den nuvaerende politiske og gkonomi-
ske magt? Jeg sad tilbage med en meerkelig, trist fglelse. Hvorfor
laeser jeg matematik, hvis jeg ikke kan bruge den til noget godt?

En manedstid senere sa jeg en dokumentarfilm. “Inside Job”
instrueret af Charles Ferguson fra 2010. Jeg vil her prgve at give
et simplificeret referat. Filmen beskriver hvordan lovgivningen og
bankkulturen har sendret sig i USA op til finanskrisen. Ikke bare
i lgbet af de sidste 20 ar, men endnu lengere tilbage. Der var
engang, hvor det at optage et lan betgd at ga ned i den lokale
bank. Den matte s vurdere om man var egnet, hvad betingelserne
skulle vaere og hvad der skulle stilles som sikkerhed. Hvis laneren
ikke kunne betale mistede banken penge. Idag nar der optages
lan bliver de samlet i Collateralized Debt Obligations, CDO’er.
Disse CDO’er bliver solgt til investorer og det er disse investorer
der far penge udbetalt nar man betaler tilbage pa sit lan. Den
lokale lanudgiver mister ikke leengere penge nar laneren ikke kan
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link pa en hjemmeside, og 15% sandsynlighed for, at han veelger
en tilfzeldig hjemmeside.

Beregning af |

Sa langt sa godt. Vi har faet lavet os en matrix G, der kan simulere
en websurfers adfszerd. Hvis vi nu kan finde egenvektoren I med
egenveerdien 1, altsa finde en vektor sa GI = I, sa har vi fundet
vores PageRank-vektor. I afsnittet 'Matematiske beviser’ ser vi,
at der findes uendeligt mange lgsninger til GI = I. Men hvis vi
vil fortolke PageRank som en sandsynlighed for at en hjemmeside
bliver besggt pa en tilfeeldig surftur, sa skal PageRank jo veere
et positivt tal, og hvis vi leegger PageRanks for alle hjemmesider
sammen, skal vi have 1. Med disse ekstra antagelser kan vi vise,
at der findes praecist en lgsning til GI = I, og denne lgsning kan
findes med potensmetoden. For at potensmetoden virker, skal vi
vise, at fglgen I* vil konvergere mod vores PageRank-vektor I, der
opfylder GI = I og den ekstra antagelse. Derudover skal vi vise,
at graensevektoren for I*® ikke afheenger af valget af startvektor.
Det vil blive gjort i afsnittet ‘Matematiske beviser’.

Som sagt vil vi bruge potensmetoden, og husker vi pa, at S =

H + A, bliver
l-a

G =aH+ aA+ 1

)

n

og dermed er

1—«

GI* = aHI* + o AI* + 11,

n
Da de fleste af indgangene i H er nul, skal der i gennemsnit kun
summeres 10 tal i hver af indgangene i produktet HI*. Desuden
er alle rackker i A ens, sa AI* er en vektor med samme tal i hver
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Matematik og @konomi

velrenommerede, finansielle institutioner med en tilsyneladende
fin gkonomi. Men virksomheder gar da konkurs hele tiden? Hvor-
for er dette et specialtilfeelde der pabegyndte det vi nu kalder
finanskrisen? Det er der to grunde til. Den fgrste er at den ameri-
kanske stat efter krakket i 1929 og den efterfglgende depression i
1930’erne har garanteret, at de, der har veerdier i banker, far fuld
kompensation i tilfzelde af konkurs. Den anden er at man med
krisen i 2008 dannede praecedens for, at komme kaempebanker til
undseetning med statslan nar det gar gjaldt. Dette faenomen bli-
ver kaldt ‘too big too fail’. Der er simpelthen intet incitament for
de finansielle institutioner til at seette lgnninger ned og spare op
til det gjeblik hvor det gar galt.

Og det er ikke slut endnu. Pa naeste besgg hos mine foraeldre
faldt jeg over en leder i Information fra den 15. maj 2012. Den
beskriver hvordan det gigantiske pengeinstitut JP Morgan Chase
torsdag den 10. maj 2012 matte indrgmme at de havde mistet 2,3
mia. dollar i en afdeling af bankens London kontorer. Ironisk nok
var det en afdeling der beskaeftiger sig med at sikre mod tab pa
konjunkturfglsomme investeringer.

Alt dette lyder som en gkonomisk gyser uden ende, men hvad
har det med os pa IMF at ggre? En time og tre og tyve minutter
inde i “Inside Job” bliver Andrew Sheng, asiatisk finansregula-
tor og global kommentator, spurgt: “Hvorfor?” Han forklarer at
efter den kolde krigs afslutning har tidligere matematikere gaet
sammen med investeringsbanker og skabt massegdelseggelsesva-
ben. Der fik jeg en klump i halsen. Massegdelaeggelsesvaben lige
frem. Hvis matematikere er i stand til at skabe massegdelaeggel-
sesvaben burde vi sa ikke ogsa veere i stand til at skabe kuren?
Som minimum veere med til at debatere om lovgivningen omkring
derivater? Maske f& lov til at udvikle speendende matematik der
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mest troveerdige. Vi har dog kun taget hgjde for hjemmesidernes
fprfattere. Hvis vi skulle veere helt demokratiske, skulle vi ogsa
have brugerne af internettet med — altsa surferne. Selvfglgelig er
der et stort overlap mellem forfattere og brugere, men selvom man
synes, at en bestemt hjemmeside er vigtig, er det jo ikke sikkert,
man vil linke til den, hvis nu ens hjemmeside har et meget konkret
formal.

Vi vil nu tage hyperlinkmatricen som udgangspunkt og sendre
den en smule, sa vi far en matrix, hvor vi kan svare ja pa alle
spgrgsmalene fra ovenstaende, og hvor vi altsa far indkodet web-
surfernes stemme i afggrelsen af, hvilke hjemmesider er vigtige.
Vores udgangspunkt er, at vi ud fra H vil konstruere en ma-
trix G, og lgse ligningssystemet GI = I. Dette I er vores rigtige
PageRank-vektor.

Vi forestiller os, at vi tager en tilfeeldig surftur pa nettet. Vi
starter pa siden P;, som har [; links. Vi veelger sa et tilfeeldigt af de
l; links. Et af linksene er til siden F;. Dermed er sandsynligheden
for at vi rammer P, nar vi star pa Pj, altsa 1/1;.

Forfglger vi denne tanke, sa kan PageRank I(P;) ses som sand-
synligheden for, at man tilfaeldigvis surfer forbi siden, hvis man
bare klikker rundt pa ma og fa pa nettet. Det giver ganske god
mening, for hvis du surfer efter noget bestemt information, sa
vil du uveergeligt ende pa de samme sider flere gange. Altsa er
de sider vigtigere end andre, og disse siders PageRank skal veere
hgjere. Dog giver denne fortolkning af PageRank os et problem:
Hvis vi pa vores surftur stgder pa en side, der ikke linker til an-
dre websider, hvad ggr vi sa? For at kunne fortsaette forestiller vi
os, at en side uden links til andre sider rent faktisk linker til alle
sider pa hele nettet. Hvis vi teenker tilbage pa vores hyperlinkma-
trix, sé betyder det, at den sgjle, der repraesenterede en side uden
links, ville have lutter 0’er. Nu bliver hele denne sgjle erstattet
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Gastronomisk inspiration

Sadan smager dit naermiljg

— Vi afprgver diverse caféer og madsteder i narheden

af HCQ, sa du tgr tage chancen og prgve noget nyt

Rie Jensen og Katrine Gravesen

Foraret er over os og keerligheden blomstrer. Hvis du som sd man-
ge andre smiler hele tiden, fordi du har mgdt den eneste ene pa
Caféen?, sa giver vi dig her en guide til den perfekte date og da-
gen derpa. Keerlighedens finurlige spil starter med en god middag
- og en dejlig aften skal man jo huske at fortaelle om til vennerne.
Sa spring sommeren i mgde med lidt godt til ganen.

Oysters & Grill, 2. 8.8.0. 8. $A¢

Hvad er den perfekte date? Det skal helst veere lidt fint, men det
vigtigste er naturligvis, at I hygger jer og fodrer kaerligheden med
alt hvad den kan spise. Rolig atmosfeere og afslappet stemning kan
findes pa Oysters € Grill som ligger i Sjeellandsgade 1B. Restau-
ranten skjuler sig godt og de fire borde med blomstrede voksduge
vidner maske ikke om fine forhold for dig og din udkarne, men
man skal jo som bekendt ikke skue hunden pa héarene. Voksduge-
ne fortsaetter inde i selve restauranten og generelt er stedet ikke
overpyntet, men behageligt - perfekt til at lgsne op pa nerver-
ne, hvis der er tale om en fgrste date. Betjeningen er god og vi
blev budt cava (40 kr. glasset) da vi ankom. Maden er simpel og
menukortet meget overskueligt. Som navnet péa stedet indikerer
sa gor dette sted sig i gsters og andre skaldyr samt bgffer. Man
kan derfor til forret veelge forskellige slags skaldyr og her kgber
man pr. 100 gr. Der er heriblandt bade blamuslinger, knivmuslin-
ger og jomfruhummer og priserne svinger fra 13 kr. til 53 kr. for
de 100 gr. som eksempelvis svarer til otte blamuslinger eller to
jomfruhummere. Hvis ikke man kan vaelge blandt de mange dyr,
sa tilbydes der ogsa en blandet tallerken til 125 kr. Vi fik bla-,

FAM®S juni 2012

Jakob Lindblad Blaavand, Oxford University

45

ogsa linket til side 2, 5 og 6 tre gange, men 8 er den vigtigste,
fordi de websider, der peger pa 8, selv har mange sider, der peger
pa dem. Her er det altsa igen troveerdigheden af siderne, der er
med til afggre PageRanken, og ikke alene antallet af links.

Beregning af [

Der findes mange mader at finde egenvektorer til kvadratiske ma-
tricer pa. Men nar vi i dette tilfeelde har en hyperlinkmatrix med
50 milliarder rackker og 50 milliarder sgjler, virker alle beregnings-
metoder hablgse og tidskraevende.' Dog er vi si heldige, at der
i gennemsnit kun er 10 links per side, sa langt stgrstedelen af
indgangene i H er nul. Derfor bruger man det, der hedder potens-
metoden, til at finde egenvektoren I til egenveerdien 1.

For at bruge potensmetoden skal man veelge sig en vektor I°,
som man mener kunne vaere en kandidat til I, og sa laver man
folgen af vektorer I* givet ved

"= HI" = HFIO.

Hvis H er en serlig peen matrix, vil I*¥ vektorerne nserme sig
egenvektoren I, nar k bliver stor. Selv for Googles store matrix
skal man kun op pa ca. k = 60 for at f4 en god approksimation
til 1.

I eksemplet er de forste elementer i folgen beregnet for k = 60
og k = 61.

Det tidligere tal 255 millioner er antallet af websites, mens de 50 milli-
arder er det totale antal, hvor undersider teelles med.
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Smart Jakob Lindblad Blaavand, Oxford University

Blokkens kasser
— En formel, 50% kender

Kristian Peter Poulsen H en kvadratisk matrix. I den ij’te indgang star der 1/l; hvis

P; € B; og 0 ellers. Dvs. hvis P; linker til P; star der 1/l; i den
ij’te indgang og 0 hvis P; ikke linker til P;. Hvis man ser pa den
j’te sgjle, sd viser denne vektor, hvilke sider der linkes til fra P;.
Hvis man derimod ser pa den j’te rekke kan man aflaese hvilke
sider, der linker til P;. Det skal bemaerkes, at hvis en hjemmeside
ikke linker til nogen andre hjemmesider, s er alle indgange i den

50% af os kender formlen, der siger, at summen af de n forste
kvadrattal kan skrives som :% + :% + %. Det har jeg fundet et
bevis for, som jeg ikke har set andre steder, men som maske er
blevet lavet for.

Seetning 1 tilhgrende sgjle 0.
n Hyperlinkmatricen er altsa helt speciel i den forstand, at alle
M “=-n’+ -n"+ —n, n €N indgangene er stgrre end eller lig nul, og summen af alle indgan-
i=1 3 2 6 gene i en sgjle er 1, medmindre den side s@jlen repraesenterer ikke

har nogen links.

Vi kan nu lave vektoren I = [I(F;)], hvis indgange er Page-
Ranks. Husker vi tilbage pa definition (1) af en sides PageRank,
s& har vi, at vores PageRank-vektor opfylder fglgende ligning:

I=HI,
og vi kan tage dette som veerende definitionen pé I. I virkeligheden
har vi her n ligninger med n ubekendte, hvor n er antallet af
websider pa nettet. Altsa rigtig mange ligninger, der skal lgses for
at finde alle websiders PageRank. Per definition er I en egenvektor
for H med egenveerdi 1, og den slags vektorer er helt specielle.
Der findes teknikker til at finde dem, og forhabentlig bliver det
overskueligt at lgse ligningerne.

Miniatureweb

Lad os se pa et eksempel, hvor vi har otte websider, der linker til
hinanden og udggr et internet i legetgjsstorrelse. Links er reprae-
senteret ved pile.
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Domineering

Blokkens Spil

Bo ’Maling’ Christensen

Den danske sommer er endelig over os, og det er derfor snart pa
tide at laegge eksamenerne bag sig for i ar og nyde det gode vejr
med venner og maske et godt spil. Lad mig introducere Domi-
neering.

I Domineering spiller man pa et braet med m x n felter. De to
spillere skiftes nu til at leegge en brik. Fgrste spillers brik er ver-
tikal og fylder 1 x 2 felter, imens spiller 2’s brik er horisontal (og
derfor fylder 2 x 1 felter). Den fgrste spiller der ikke kan leegge en
brik taber spillet.

Noget af det interessante ved Domineering er at hvis nogle brik-
ker pa et tidspunkt i spillet deler de resterende felter op i to dis-
junkte grupper, s kan man fra da af anskue spillet som summen
af de to spil der spilles pa de to disjunkte spilleplader. Dette er en
fantastisk egenskab nar man ser pa spillet med spilteoretiske gjne.

Figur 1 Et spil pa en 5 x 3-plade. Det er spiller 2’s tur, men han
kan ikke leegge en brik og taber derfor spillet.
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ner websites, er en sddan liste altsd underlagt en subjektiv vur-
dering, som er uhensigtsmaessig. Lgsningen er at fa internettet til
selv at ordne siderne efter vigtighed.

Sterstedelen af denne artikel er en forklaring af filosofien bag
Google, krydret med en smule matematik. Vi vil kun se pa den
afggrende ide, der fik Google til at veere sa meget bedre end sine
daveerende konkurrenter, og ikke diskutere de mange andre tiltag
Google i dag bruger til at ordne sggeresultater. I afsnittet ’Mate-
matiske beviser’ ser vi pa den konkrete matematik. Her bliver alle
pastande fra artiklen bevist. Beviserne er alene baseret pa lineser
algebra, og den eneste forudsaetning for at kunne forsta beviserne
er at kende til egenveerdier og egenvektorer for en matrix. Hoved-
teksten er steerkt inspireret af [1], mens det matematiske afsnit er
baseret pa [2]. Hvis du vil vide mere om lineaer algebra, er [3] et
godt udgangspunkt.

Hvilke sider er vigtigst?

Hvis du har lavet en hjemmeside, sa har du ogsa lavet links til an-
dre hjemmesider. Det har du gjort, fordi du synes de hjemmesider,
du linker til, indeholder vigtig information af den ene eller den an-
den karakter. Nar du derfor laver et link til en hjemmeside, siger
du samtidig, at du mener, siden er vigtig. Hvis vi kan kortlaegge
hele internettets linkstruktur, sa kan vi fa alle hjemmesideforfat-
teres mening om, hvilke sider der er vigtige. P4 den made kan
vi forfglge vores forste demokratiske tanke om, at en stor gruppe
mennesker skal veere med til at bestemme, hvad der er vigtigt:
Hjemmesidens placering pa vigtighedslisten er bestemt af hvor
mange og hvilke hjemmesider, der linker til den. Hvis listen ogsé
skal afspejle en form for troveerdighed, er det ogsa ngdvendigt at
tage i betragtning, hvilke sider der linker til hvilke. F.eks. er det
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Millionbelgb til eksperimentel
matematik

Soren Knudby

Sgren Eilers har modtaget en bevilling fra Villum Fonden pa ca.
5,7 mio. kr. (mere preecist 5742837 kr.) til et trearigt projekt i
eksperimentel matematik. Og som laeser af FAM@S skal du da
hgre lidt om, hvad sd mange penge skal bruges pa.

Projektet, som pengene er sggt til, har titlen “Eksperimentel
matematik”. Og hvad er sa eksperimentel matematik, teenker du
maske? Man star jo ikke i et laboratorium og eksperimenterer
med, om f.eks. det store tal, som ens foreleeser skrev pa tavlen,
er et primtal eller ej. Men... i stedet kan man satte sig ved en
computer og undersgge mange matematiske problemer. Og dét er
hovedformalet med projektet: at bruge computere til at udfgre
en razkke eksperimenter, som i sidste ende kan fgre til en stgrre
indsigt i matematiske problemstillinger.

Projektet kommer til at have tre retninger, som kgrer nogen-
lunde parallelt og uafhaengigt af hinanden. De tre retninger er
operatoralgebra, talteori og algebraisk topologi. Og til at lede pro-
jektet inden for hver af de retninger er Sgren Eilers, lan Kiming
og Jesper Michael Mgller. Derudover vil der blive ansat en post
doc (yngre forsker) inden for hver af de tre omrader. Sidst men
ikke mindst ansaettes en post doc i datalogi til projektet, fordi da-
tabehandling pa computere bliver den essentielle del i projektet
og ogsa det, som er faellestraekket for de tre retninger.

De mange penge skal hovedsageligt ga til lgn til de fire post
docs. Derudover skal en lille del af pengene bruges til rejser og
apparatur.

Som en del af projektet skal der samarbejdes med E-Science.
De har nemlig allerede en stor samling computere staende (4000
computere rundt omkring i landet), og dem far vi lov at bruge. De
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Matematisk Lyrik

Geometri pa vers

— En aflevering af Rasmus Sylvester Bryder

Kristian Knudsen Olesen

Jeg har haft det gode held at veere Geometri 1 instruktor et par
ar i treek.® I den forbindelse har jeg haft mange gode oplevelser,
da Geoml i leengere tid har veeret et sjovt sammensat kursus.
Med sjovt mener jeg her, at det har skulle kunne tages af bade
1. ars studerende savel som 3. ars studerende (og selviglgelig alt
hvad der derimellem ligger). Af denne grund har der veeret en
lille skaevvridning i sveerhedsgraden af de obligatoriske afleverin-
ger relativt til de forskellige studerende. Selv om dette ikke har
veere noget problem pa kurset har det dog gjort det til et speci-
elt instruktorat, for de seldre studerende har naturligt haft mere
overskud, og derfor ogsa kunne lave mere ballade.

Min historie begynder den 17. maj 2010 hvor jeg modtog en
Geometri 1 aflevering fra Rasmus Sylvester Bryder.5 Der var tale
om den 4. obligatoriske aflevering, og det forste spgrgsmal lgd
som fglger:

Lad for (z,y) € U = R? funktionen o vere givet ved
o(u,v) = (u,u+v, (u+v)?).

Verificer at o er en injektiv, requler, parametriseret flade og at
koefficienterne af den forste fundamentalform er

E=24+4u+v)? F=G=1+4(u+v)%

Det der var specielt ved det fgrste spgrgsmal var, at den gale
matematiker Rasmus Sylvester Bryder, som pa det tidspunkt var

5Mere specifikt i blok 4 2010 og blok 4 2011.
SEn matematiker notorisk kendt for at rime.
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Hausdorff Paradokset ser méaske ved forste gjekast maerkvaer-
digt ud, men en teellelig delmaengde kan jo rent faktisk veere teet,
sé derfor er det ikke helt si interessant (eller paradoksalt, om
man vil) som selve Banach-Tarski Paradokset. Men stadig er det
et meget vigtigt skridt pa vores feerd. Det viser sig nemlig, at man
kan se bort fra denne teellelige delmeengde D.

Lemma 10 Lad D vere en tellelig delmengde af S*. Da er S?
SO3-ekvidekomposabel med S* \ D. Det folger dermed, at S* er
SOs-paradoksal.

Bevis. Lad { veere en linie gennem origo, der ikke rammer D og
lad py betegne en rotation omkring ¢ med vinklen 6 € [0, 27). For
n € N og z € D definerer vi

A(n,xz) ={0 € 10,27) : pp(z) € D}.

Bemerk at A(n, z) er teellelig, da D er teellelig. Seetter vi nu A til
at veere foreningen af alle A(n, z) for x € D og n € N, opnar vi en
teellelig meengde. Der findes da en vinkel 6 i [0, 27) \ A séledes at
py(D)N D = 0 for alle n € N og dermed ogsa py (D) Npy* (D) =0
nar n # m. Definerer vi dernaest D til at veere

n=0

indser viat S? = (S?\D)UD ~so, (S*\D)Upy(D) = S?\D idet D
var en disjunkt forening. Desuden benytter vi det faktum, at hvis
A1NAs =0 = BiNBs og A; ~¢ B; geelder at AjUAs ~g B1UDBs.
Vi har nu pr. Hausdorff Paradokset, og Proposistion 8 at S? er
SOs-paradoksal. O

21. drgang, nr. 4
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Geometri pa vers

I forste sgjle fas 1, 1 og se!

En dejlig doblet sum af u og v.
Anden sgjle neesten samme, jo:

et nul, et ettal, u + v a to.

Lad (u,v) nui U og sgjler kryds:
vor fgrstekoordinat er intet lys -
dobbelt u 4+ v treek fra det selv.
Et nul det giver; det ved vi alle vel.
Vor andenkoordinat er let at se,
fas et minus, doblet u + v.

En enhed nu pa tredjepladsen sta,
og hov! Nu ses, at aldrig vi kan fa,
at 0 pa alle pladser her kan veere,
sé fladen er nu fundet reguleer.

Vi viser nu, at den er injektiv;
forlgbet her er let - o skgnne liv!
For antag nu, at billederne er ens
for tupler to i U, og nu det ses:
kald tupler u og v, (ug,vo);

en gave her nu fis — og snart i mal!
Billederne pa fgrste plads nu gi'r
at u ma veere klart ug, og vi'r,

at anden plads nu siger os om v,
ug plus vg, u veek, giver det.

Altsa giver det, v er vy.

Og en-til-en er vist: og spis no’et kal.

Til slut vi finder E og F og G.
Vilader nui U et u og v.
Nu E kvadrat pa leengden nemlig er
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Proposition 6 SO,, (gruppen af alle rotationer i R™) indeholder
en fri undergruppe af orden 2 nar n > 3, hvorfor SO, er para-
doksal nar n > 3.

Beviset overlades igen til laeseren. Det er ikke seerligt sveert,
men meget besveerligt (se evt. [1] p. 15).

Nu har vi efterhdnden foretaget de indledende knaebgjninger,
men inden det bliver rigtigt vildt, indfgrer vi lige et nyt begreb,
der ggr paradoksalitet lidt nemmere at arbejde med.

Definition 7 (Akvidekomposabilitet) Lad G virke pd X og lad
A, B C X. Visiger, at A er G-ekvidekomposabel med B (skre-
vet A ~g B), hvis der findes en klassedeling Ay, ..., A, af A og
elementer g1, ...,g, i G siledes at

n

B = C gi(A;)

hvor g;(A4;) N gj(A;) = 0 nar i # j.

Lidt lgst sagt er to meengder sekvidekomposable, hvis man kan
opdele den ene maengde i et endeligt antal stykker og konstruere
den anden mengde ud fra disse stykker vha. G.

Notationen '~ indikerer, at sekvidekomposabilitet er en sekvi-
valensrelation pa potensmaengden af X. Dette er rent faktisk til-
feeldet og ikke specielt vanskelligt at vise. Hvad mere interessant
er, at aekvidecomposabilitet kan bruges til at karakterisere de pa-
radoksale maengder, hvilket fremgar af den nedenstaende propo-
sition.

Proposition 8 Lad G virke pa X og lad F C X. Da er E G-
paradoksal hvis, og kun hvis E indeholder disjunkte delmengder
A og B sdledes at B ~g A og E ~g B. Det folger da, at hvis

21. argang, nr. 4
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Apéritif

Tag et alternativt valgfag

— "Museumsformidler’ pa IND

Maria Bekker-Nielsen Dunbar

Jeg laeser Mat-Qk, s& jeg har ikke OT; jeg har (kun) fire valg-
fag (a 7.5 ECTS points). Jeg har valgt at tage et fag udenfor
IMF — dog stadig inden for NatFak — bl.a. for at styrke en di-
vergent tankegang, som kan veere et fantastisk redskab nar man
lgser problemer, men ogsa for at have det sjovt. Faget er Muse-
umsformidler, som udbydes i blok 4. P4 INDs® hjemmeside om
kurset star der:
Kurset retter sig iser mod studerende som gnsker at
arbejde som formidlere pa museer, sciencecentre eller
zoologiske haver.
(Og studerende som gerne vil styrke deres hgjre hjernehalvdel)

Jeg har altid haft en idé om, at alle sciencecentre var ens. Derfor
har det virket mere naturligt for mig at opsgge kunst- og litte-
raturmuseer, nar jeg er pa rundrejse (det betyder dog ikke, at
jeg har undgaet sciencecentre, jeg har bl.a. veeret pa "alle scien-
cecentres moder"; Ezploratorium). Men idéen om ensformighed
er helt forkert! Det naturvidenskabelige museum skabes ud fra
modeller, som alle har deres styrker og svagheder. Desuden kan
udstillinger variere ret meget fra sted til sted, taenk f.eks. pa to
akvarier.

Hvad er det s&, der er sa sjovt ved faget? For det fgrste er fa-
get et samarbejde mellem IND og FEzxperimentarium, sa man far
lov til at opleve hvor godt lydisoleret dets mgdelokaler er, samt

"Obligatorisk tilvalg; det lyder ret farligt men skulle eftersigende veere
bade harmlgst og leererigt
8Tnstitut for Naturfagenes Didaktik
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Bemezerk i gvrigt at enhver gruppe virker naturligt pa sig selv
ved venstre-multiplikation. Vi siger derfor, at en gruppe G er G-
paradoksal (eller blot paradoksal), hvis den er paradoksal nar G
virker pa sig selv ved venstre-multiplikation.

Med denne noget mere formelle definition af paradoksalitet er
det muligt at give en preecis formulering af Banach-Tarski Para-
dokset:

Satning 2 (Banach-Tarski Paradokset) Enhver solid kugle i R?
er Gs-paradoksal, hvor G er gruppen af alle isometrier pd R>.

Inden vi kan give et bevis for ’paradokset’, er det ngdvendigt
med en hel del forberedende knaebgjninger og krumspring. Vi be-
gynder med den fglgende meget vigtige seetning.

Satning 3 Lad en gruppe G virke pa en mengde X uden ikke-
trivielle fikspunkter (i.e. g(x) = © = g = 1). Hvis G er para-
doksal, sa er X G-paradoksal.

Det omvendte (i.e. at hvis X er G-paradoksal, s er G pa-
radoksal) viser sig ogsa at geelde, men beviset overlades til den
flittige leeser.

Beviset for Seetning 3 kreaever det (berygtede?!) udvalgsaksiom,
sé inden vi gar i gang med beviset, husker vi lige, hvad det er, det
siger:

Udvalgsaksiomet Hvis {A;};cr er en familie af disjunkte ikke-
tomme maengder, da findes en maengde C bestaende af netop et

element fra hver A;.

Med det pa plads kaster vi os ud i beviset for Seetning 3.

21. argang, nr. 4
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Tag et alternativt valgfag

e du vil gerne se, hvad sddanne videnskabsteoretiske termer
betyder fra et museums synspunkt

e du ved blok 4 er ved at blive tosset af at se pa indersiden af
HC@ dag ud og dag ind

e du har allerede taget Naturvidenskabelig kommmunikation
og formidling®, og kunne lide det

o du synes faget lyder appetitligt (sjovt)!

Faget kan desuden tages pa "alle niveauer", altsa bade af bachelor-
og kandidatstuderende, samt af Ph.d-studerende.

(Til de af jer, der har undret jer over det, har jeg skrevet "bl.a."
fire gange i denne artikel, safremt jeg kan teelle)

9Se evt. "Bachelor i Matematik-@konomi>Brug din valgfrihed!>Kurser
inden for SCIENCE" pa KUnet

FAM®S juni 2012

Sudoku

Alternativ sudoku

Kristian Knudsen Olesen

Reglerne for denne sudoku er de samme som for en almindelig
sudoku, men som en udfordring er tallene 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 og 9
skiftet ud med symbolerne m, 2, —, #, ¢, A, 7, X og F. Den skal
altsd udfyldes, sa der er et af hvert symbol i hver rackke, i hver
sgjle og i hver af de 9 indikerede 3 x 3 kvadrater.

X - | B
? m c
— X 2
A ? #*
X A
m|? 2
E| 2 71—
X A
m ?2 1 c|—

Lgsningen bliver bragt i neeste nummer. God forngjelse.

21. &rgang, nr. 4
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