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Analyse

Rustur, campusuge og frafald

Soren Wengel Mogensen

Den seneste tid har budt pa studiestart, og fgrst og fremmest skal
der lyde et stort velkommen til de nye studerende. Det er ikke
sikkert, at man, som ny studerende, har lagt maerke til det, men
faktisk har velkomsten veeret anderledes i ar end i de foregaende
ar.

Man skal ikke trykke en zldre studerende meget pa maven for
at blive underholdt med historier, om hvordan det var engang.
Nemlig dengang, hvor rusturen var noget af det fgrste, der mgdte
de nye studerende, og sa var den tilmed leengere.

Fra fakultetets side har der tilsyneladende vaeret et gnske om at
omstrukturere, hvordan man byder de nye studerende velkommen.
Det handler nemlig om at holde fast i de nye studerende. Hvordan
man bedst ggr det, er til debat - ogsa i FAM®@S.

Nar man spankulerer rundt i vandrehallen, kan man nsesten
ikke undga at hgre den utilfredshed, som der blandt sldre stu-
derende lader til at veere med den nye studiestart. Tidligere har
rusturen vaeret hovedkomponenten i studieintroduktionen, men
nu har den sakaldte campusuge overtaget rusturens prominente
plads.

I Universitetsavisen har temaet ogsa veeret oppe at vende; og
iseer for matematikstudiet, som traditionelt har veeret ramt af hgje
frafaldsprocenter, er det naturligvis aktuelt at se pa, hvordan man
tager imod de studerende.

I kommentarfeltet (under artikler vedrgrende den nye studie-
introduktion i den elektronisk udgave af Universitetsavisen) dis-
kuteres der ogsa pa livet lgs. Dér bliver tonen af og til om ikke
skinger, sd i hvert fald taet pa. Forstaeligt nok er der mange rus-
vejledere, som mener, at der bliver pillet ved deres hjertebarn. Det
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223 — 3022 4+ 162z — 350 = 0 (9)

Ved division med koefficienten pa tredjegradsleddet reduceres lig-
ningen til formen (2):

2 — 1522 + 81z — 175 =0

Sa vi har a = —15,b = 81, ¢ = —175. Vi skriver nu ligningen om
til formen (3), med folgende p og g-veerdier:

1 225
=b—-a’=81-""=6
b 3¢ 3
2 5 1 —2.3375 1215
= _—a*— - = —175= -2
q wﬂ@ w@@.Tn o7 + 3 75 0

3

Nu kan vi bestemme «~, som den ene rod i (6):

@  p?
% 104 V108
T +

En kubikrod for v kan veere u; = 1+ /3. Idet 3ujv; = —p = 1,
fas v; = %v dvs. v1 = Tﬂ,w\w Da 33 = u1 +v1 = 0, kan vi nu
substitutere tilbage, for at finde en af rgdderne til tredjegradslig-

ningen:

-2 15
ﬁHSImHH._./\w._. =7

e — l__l -

3 1+v3 3

Den ene af rgdderne er altsa 7. Vi udfgrer nu polynomiumsdi-
vision for at fa et andengradspolynomium, hvis rgdder er de to

22. drgang, nr. 1
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Rustur, campusuge og frafald

Hvorfor vil | ikke bare blive og laese matematik?

Ifplge studieleder pa IMF, Ernst Hansen, havde instituttet pa et
tidspunkt en formodning om, at det store frafald langt hen ad
vejen kunne tilskrives det abne optag pa matematik. Der kom
nemlig studerende ind, som langt fra havde haft matematik som
fgrste prioritet, og man kunne derfor formode, at nogle af dem
maske ikke tog det hele sa serigst. Det viste sig dog, at mange
af de frafaldne havde deltaget i rusturen, men forsvandt meget
hurtigt efter, hvilket kunne ses pa antal studerende, der afleverede
obligatoriske opgaver i MatIntro. Det tydede jo et eller andet sted
pa, at studiet fik en chance, men at alt for mange blev skreemt
veek - maske endda af studieintroduktionen.

P& 2011-argangen tog IMF derfor sagen i egen hand og gennem-
forte telefoninterviews med alle russer, som ikke havde afleveret
lynopgave 1 og 2 i MatIntro. Nu skulle man til bunds i, hvorfor
matematik stgdte for mange veek for hurtigt. Ifslge Ernst Hansen
havde de fleste af de frafaldne studerende hovedsageligt positi-
ve kommentarerer omkring matematikstudiet. "Ud fra svarene at
dgmme ville jeg IKKE have troet, at der var tale om frafaldne
studerende", som Ernst Hansen selv beskriver svarene pa rund-
spgrgen. Selvom det selvfglgelig altid er rart at fa ros, sa bragte
det altsa ikke IMF taettere pa et svar pa, hvorfor s& mange drop-
per ud.

Dermed kom IMF heller ikke taettere pa et svar pa, hvordan den
gamle studieintroduktionen pavirkede frafaldet. At den pavirker
frafaldet virker dog sandsynligt. Det er det fgrste, der mgder de
studerende, som skal finde sig til rette et helt nyt sted med ukend-
te mennesker. Tilmed ma man ogsa formode, at studieintroduk-
tion pa sin vis slar tonen an for det sociale samvaer pa studiet.
Hvis man de fgrste gange man mgdes og er sammen, oplever en
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Vi viser nu, at hvis u3 og v3 er rgdder i (6), s er ligningerne i (5)
opfyldt. Per antagelse har vi:

3
(W) + qu — = =0
»

2 -0
27

(v*)? + qv® —

Det giver mening®® at dividere med u? hhv. v3:

3
3 p
-2 _
vt 27u3
3
3 p
_ =0
vt 2703
Ved at isolere ¢ i begge ligninger fas:
3 3
_ P 3_ D 3
=93 " T o @
3
p 1 LY 3 3
Lidt omrokering giver:
PP B ud — 3
Ik
(WP =) uted
(v
— _303

25Per antagelse er u, v # 0.
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Rustur, campusuge og frafald

laesepulten, da man ved, at kun en god, solid uddannelse (mate-
matik, matematik-gkonomi, forsikringsmatematik eller statistik!)
kan sikre en et arbejde pa sigt. Omvendt kunne man ogsa argu-
mentere for, at krisen far rigtig mange til at sgge ind pa universi-
teterne. Maske ogsa nogle, der ikke er studieklar eller motiverede
nok, og som derfor vil falde fra igen.

Et endegyldigt svar pa alle spgrgsmalene, der er ridset op i
denne artikel, kommer vi nok ikke frem til, men jeg vil tillade mig
at slutte med et hab om, at alle de nye studerende vil fa nogle
gode ar pa IMF. Diskussionen af studieintroduktionen stopper
med sikkerhed ikke her, og FAM@S byder selvfglgelig debatindleaeg
velkomne, sa hvis man har en mening om emnet og lyst til at
skrive lidt om den, sa kontakt redaktionen.

FAM@s oktober 2012

Substitutionernes fest

Lasning af tredjegradsligningen

Jens Siegstad, Kasper Fabech Brandt og Jingyu She

Substitution en masse

Vi vil i denne artikel vise, hvorledes man kan lgse den generelle
tredjegradsligning

a12® + a9z + aszr +aq =0 (1)

hvor a1, ag, ag og ay er reelle tal, og a1 # 0. Ved division med oy
fas den reducerede ligning

23 +ar® +br+c=0 (2)
hvor
(65) a3 Y
a=— , b=— og c=—.
a7 a1 a1

Vi vil nu lgse den reducerede ligning®® ved at benytte en rsekke
snedige tricks. Vi vil forste skille os af med andengradsleddet ved
at substituere z =y — 3a i (2):

3 5 1\? 1\? 1
x°+ax®+br+c= y— 30 +a y— 30 +bly—=al+c
1 2
=3 + A@I wgmv Y+ —a® — Zab+c.

hvorved ligningen (2) kan skrives pa formen

v +py+qg=0 (3)

23Da de to ligninger er akvivalente, vil rgdderne i anden ligning praecis
vaere rgdderne i forste ligning.
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Enestrom-Kakeyas satning

Ved at benytte trekantsuligheden finder vi, at
n
lanz" | = |ag + MUAEA —ap_1)2*
k=0

n
<ap+ MAEA — ag-1)|2"|
k=0

n
< ap|z"| + MUASA —ag_1)|z"
k=0

= S:Nz_a

hvilket er en modstrid, idet a, # 0 og |z| > 1. Dermed ligger alle
nulpunkterne for p indenfor D(0,1). O

Der findes ogsa en anden variant af Enestrom-Kakeyas Seetning:

Satning 2 (Enestrom-Kakeya)
Lad

n
p(z) = M apz®
k=0

veere et polynomium af grad n med reelle koefficienter, der opfyl-
der at ag > a1+ > an_1 > a, > 0. Da ligger alle nulpunkterne
for p udenfor den dbne enhedsdisk D(0,1) ¢ C.

Bewis. Overladt til lseseren. O

Enestrom-Kakeyas ssetning kan generaliseres, og dette kan man
laese mere om i [3].

FAM@s oktober 2012

Annonce

Forelaesningsraekke om
kvantitativ finansiering

— og tilknyttede karriereaspekter

Nordea

Abstract

Quantitative Finance
Nordea Market Risk Management
November 23 and November 30, 13:15-15:00

Modern derivatives trading relies heavily on quantitative met-
hods. This provides a great opportunity for mathematicians and
physicists to work with complex mathematical modelling in the
financial services industry.

In two lectures, Jimi Truelsen and Manuel Torrealba from Nor-
dea Market Risk Management will explain what financial deriva-
tives are, why they are used, and give insight into how they are
priced.

In the lectures we will also talk about career aspects, i.e. how
to get a job in the financial services sector.

The Department of Mathematical Sciences will host a small re-
ception after each session.

Derivative: A contract between two parties to exchange pay-
ments at certain dates in the future, where the timing and size of
the payments may depend on the behaviour of underlying finan-
cial assets. An example of a derivative is a European call option
- a contract in which the owner has the right (but not the obliga-

22. drgang, nr. 1
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Gastronomisk inspiration Maria Bekker-Nielsen Dunbar

Sadan smager dit naermiljg

— Vi afprgver diverse caféer og madsteder i narheden
af HCQ, sa du tgr tage chancen og prgve noget nyt

174.83 79.07 Wres

>

proc gplot data=points;

Rie Jensen og Katrine Gravesen

Sa kom den igen, den keere Blok 1 med Kagesgster, diverse fre- plot Height*Weight=Sport;
barer, og hvad der ellers hgrer til. I denne udgave vil vi komme bubble Height*Weight=Sport $ Sport/;
med et bud pa, hvordan du kan ggre disse festlige fredage endnu run;

mere fantastiske. Det er vigtigt at fa lagt en god bund ud over
kagen, inden det géar lgs med 100 minutter. Og teenker du, at lidt
koffein i blodet ggr dig mere frisk til bodytequila og piratosleg pa
Cafeen?, sa kan du tage et smut forbi en af Tagensvejs nye caféer.

Gastronetten Smgrrebrgd, 2.0, 0.0 PAGAS

Fredag rimer pa luksus, og luksus rimer pa smgrrebrgd. Kantinen
har ikke noget, dit péaleegslager i SO1 er tomt, og du har ikke tid
(og overskud!) til at std i ke i Netto efter mad. S& sla et smut forbi
Hr. Suhrs Gastronetten Smgrrebrgd pa Jagtvej 101. Her kan du
fa madder i alle stgrelser. Der er handmadder, som vi kender dem
bestéende af en halv skive rugbrgd med palaeg (11 kr.), hgjtbelagt
smgrrebrgd, som er "Handmadder De Luxe"(25-35 kr.), og keempe
sandwich (30 kr.). Fyldet varierer fra skinkesalat, spegepglse og
stegte sild til rejer og g, rgget al, rgdspeetter og roastbeaf. Hvis
ikke lige du kan spotte din yndlingsmad i vinduet, smgrer hr.
Suhrs mormor den gerne pa ingen tid. Det samme gjaldt den
sandwich med kylling og bacon, som vi bestilte. Pa trods af gode
mangder karrydressing, var brgdet dejlig sprodt og leekkert (godt
gaet mormor). Vi fik ogsd to handmadder. En med kartoffel, majo
og purlgg og en med frikadelle og remo. Begge handmadder var
ganske fornuftige. De smagte fint, men uden at veere de store
gastronomiske finurligheder. Vi tog madderne med os, da der ikke
er plads til at sidde ned. Gastronetten lukker kl. 14, men du skal
jo alligevel na Kagesgster, sa det er ikke noget problem.

FAamMm@s oktober 2012 22. drgang, nr. 1
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Geometrisk kombinatorik

Summation af kubiktal

Sune Precht Reeh

I sidste nummer af FaAM@s, i “Blokkens blokke”, sa vi et kort og
elegant geometrisk argument for den velkendte sumformel

M&»nﬁ. (1)

Vi springer i denne omgang kvadrattallene over! og summerer
sa kubiktal i stedet. Da fas endnu en velkendt sumformel, der
seedvanligvis vises ved induktion:

n?(n+1)2

D k= (2)
k=1

Som den opmaerksomme laeser maske hér har bemaerket, geelder

n’(n+1)®
. =

haeng

n(n+1) 2 . po o
A 5 v ; og vi far saledes den overraskende sammen-

n 2 n
Yok| =D K. (%)
k=1 k=1

Man kan nu spgrge sig selv, om der findes et elegant bevis for (x),
der ikke gar via (1) og (2) — til illustration af at (%) ikke blot er
en aritmetisk tilfeeldighed.

Svaret er naturligvis ja, og i det fglgende beskrives et kombina-
torisk/geometrisk argument, som undertegnede stgdte pa et par
ar tilbage og nu gnsker at delagtigggre FAM@S’ laesere i.

Start med 4 enhedskvadrater placeret i et 2 x 2-kvadrat (figur 1).
Langs hver side af figur 1 placeres nu et 2 x 2-kvadrat (figur 2),

1Se dog referencen sidst i artiklen.

FAM@s oktober 2012

Maria Bekker-Nielsen Dunbar
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proc print data=olymp3;
where abs(t)>4.17;

run;
Obs. t Height!®  Weight?° Athlete
202 -4.8221 183 145 Kazuomi Ota
343 -4.4582 140 62 Tuau Lapua Lapua
554 -5.5899 186 160 Artem Udachyn
1586 -10.6983 185 218 Richardo Blas Jr

The athlete with the biggest t-value is thereby Richardo Blas
Jr, who is the aforementioned point on the far right of the fit plot
(he can also be spotted in the top three diagnostic plots and the
one in the middle).

So the question one should ask oneself is - is he an atypical
observation? In some ways yes, as he seems to be the only athlete
with a higher value of weight (measured in kg) than value of height
(measured in cm).

Removing observation 1586 might give the model a better fit.
However, an outlier is not necessarily the same as ’a bad obser-
vation’ so he will be left in for the time being (whether or not he
stayed in the Games is another story).2!

20The height is measured in cm.

20The weight is measured in kg.

2f he was removed, however, the critical limit for ¢ would have to be
changed accordingly as we have one less observation. This could lead to a
higher/lower number of outliers

22. drgang, nr. 1
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Summation af kubiktal

For at na frem til (%), udregner vi nu arealet af figur n pa to
forskellige mader. Figur n er et stort kvadrat bygget op af en
masse mindre kvadrater — specifikt ses af konstruktionen, at figur
n bestar af 4k stk. k x k-kvadrater for 1 < k < n. Arealet af figur
n er derfor

n

3
@wmm:mmiﬁvHMUA&&.\%HRPM\%.
k=1 k=1

Alternativt kan vi se pa afstanden fra centrum af figur n og ud
til en af figurens sider. Indefra og ud passeres fgrst et lag af 1 x 1-
kvadrater, derefter et lag af 2 x 2-kvadrater, 3 x 3-kvadrater, og
s& videre ud til det yderste lag af n x n-kvadrater. Afstanden fra
centrum og ud til figurens ydersider er derfor lig med >~3_; k; og
sideleengden af figur n bliver det dobbelte. Arealet af det store
kvadrat i figur n kan derfor ogsa beregnes til

areal(figur n) = | 2 MU k| =4 MU k.
k=1 k=1
Sammenholder vi de to udtryk for arealet af figur n,
n n 2
ANTE =4(> k),
k=1 k=1

folger (%) gjeblikkeligt.?

3Formlen (1) fremgar ogsé af figur n, hvordan?

FAM@s oktober 2012
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Note that the point on the far right seems to be ill-fitting. We
will proceed to check whether it is an outlier, and if it is, identify
which athlete it is.

Outliers

Recall that an outlier is a point which is radically different than
the other points, so the assumption that the error on this observa-
tion follows the same distribution as the errors observed on other
observations, may be incorrect.

The externally standardised residuals, called ¢-values, are calcu-
lated (these follow a t¢-distribution). Cutting off t-values larger
than 4 leaves the following athletes:!©

proc reg data=olymp2;

model Height_cm_=Weight_kg_/partial influence all;
id+1;

output out=olymp3

Rstudent=t

covratio=c

h=h;

proc print data=olymp3;

where abs(t)>4;

run;

6 Cutoffs at 3 are also seen. SAS’ standard setting is to cut off at 2 (which
it uses when producing the Rstudent/Leverage-plot)

22. drgang, nr. 1
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Maria Bekker-Nielsen Dunbar
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o They are independent, ¢; Il €5, Vi, j
e They are distributed normally, &; ~ N(0, 0?)

These
of our

assumptions are checked by viewing the diagnostics plots

model:

{ T
{
e ) e . .
HVORDAN yf/ Fit Diagnostics for Height_cm_
MAN ADEANG ) |
TIL KeReeieTy
. = € €
S = =
= = =
@ 2 2
D.._ w 2]
o i o
60
o -104 o
T T T T T T T T T T T T T T T
160 180 200 220 240 260 160 180 200 220 240 260 0.00 0.02 004
Pradicted Value Pradicted Value Leverage
204 250 30
254
04 | 225
= £ o R o 20
5
2 20 1 200 - £ 45
w = o
o =] 20 ao| B
X 4p4 o = 75 b & o104
T 2
0 150 4 054
° £ 0.0 1 1
T T T T T T T T T T T T
2 0 2 150 175 200 225 250 0 500 1000 1500
Quantile Predicted Value Observation
Fit-Mean Residual
30 B
£ 50 g Observations 1587
i 204 Parameters. 2
i 0 Error OF 1588
10 WSE 50.981
250 - R-Square 08
9 o Adj R-Square 0.5993
B B B e T T T T
69 -51 33 45 3 21 00 04 08 00 04 08
Residual Proportion Less

The assumptions on the error are fine (cf. the three leftmost
plots) but the model has the potential to become better as the
R%-value is 0.6 (preferably it would be closer to 1).

— Det kendte “tidligere” kgkkenparadoks —

22. drgang, nr. 1



61

1 "1u ‘Suedie 'gg

QUARU SAI9D ‘OS[IRASI(| 9PUSIPGISOP[AT U IOPUSSPUL IO ‘OI9SR[ op 18] P[Suss
[LL -orweerd udSou Iosgpn oxyI oALSdo oUULD Je ds[ereAsaq Je NIeuwed

IOWWON PN SGINV,]

9)SeRU UDPUI ‘OIOPLIADUIS(T 919 NUPUS powl SIS 91SA[I0] UeY ULW €S ‘9Fesse]

SYOIO[ T Sowwy) 13 "1 00T ed 1103{oARS 19 WO PO[ 9P ST} ‘TeAS 9)3{OII0N op
JpuR[(] "IOQUIDAOU "()g UOPUI ¥P N3 ' YIRUYSOWRT [I} }PUISPUL SOPO( JOTRAG,

")soIRUS

orweeld urp o8ejpout [1A NP ‘ONA[[L], jSowDy) elj dIopLIAduIL(T Je osodo)pod

o 19 WOS ‘U eds)IeiseIpngs Je 1opurA dSIP[aY uap (G(),)oUNS Ad[( I9S[OIRASO(|
9311311 9p Jpure[q "UAISSE] [1} 9ARTdO 19] US UIOS SOPR[IIAO 9119 10§ ISTASY

o 1UDYDLY UD 17 SIPUWDS UDY J2YYfi)s 24) 9P 9D
‘uof uapaybrufispuvs 4o poafy -bipjp[iny buvb ud NUPUI $I0DSLIN0
ayyfigs a1sbu) ja(7 "pags bipjfiig 19 pd s9aDSLI00 PULd UIPUD UL

(T "4u SueSie 'gg) aneSdoesisys suaxyolg

o U]
Uud 13 SIQWDS UDY LIYYMigs 247 op D ‘uof uapayblyufispuns 1o
poafy ousburuyipuy® pd 4000 $2aDs UIPULd LILfoL00Y ‘UIPUDULY
Jo abwbuyfon uoryund abwpjpfing 03 sayispwfv purd ud DJ

(T "4u BueSie 'gg) aneSdosiweid suaxpjolg

"m‘m E\Vid\wm@mﬂmiuwﬂ.m®§<mawgow>ﬁ§m2:>
pqundspry 10 ed ‘o3[@joxyeel SIpeII} I 30 ues ud seld Injejse)
ysuep 3o ed ARISS0( ISAY OPOYYAI} IOp ‘OQR U Je ‘I0] UapaysII|

-uAspues opuy je WO 1P UaIds®] A9[q oarddosrureid 93spIs |

( "4u SueSie "1g) aneSdoaiwueeid suaypo|q ed seng

ayg nfibuir

j198a11s9qe syo|q aispis ed sens 8o —

aneSdosiwead

J91uea4} paw Sa7

210G 19qOP0 SOV

0 < 00 = ['3]lup A ‘eoueLres oaey Aoy, e
0 = [*3] ‘0 Jo ueOW ® dARY] SIOLID AT, e
:9q€ ‘UOISSOISoI INO Ul s1ojowrered oY) 91€WIISO
9M 9I0JOq ‘09D O} 9ABY oM TPIYM ‘I0I1Id ST} Jo suonydurnsse oY J,

i|opow pooS e syl sj

"SI0110
are '3 o[iym ‘Afoaroadsal JySrom pue JSIOY oIe Y4 pue ‘I oIoyMm

(1) P IMg 0 =1

adA£y o1} Jo [opow & e SUNOO[ oI oM SueSW SIY T, "sjutod o)
8NOIY} Ul © MRID 0] SUIjTeM JNOYIIM JT )8 JOO[ Urd uosiod oues
ou A[SNOTIAQO - S[OI3IR SIUY} JO o8ed 18Iy o) wogf 0aniord o) [[Ro0Y

uoissai8a. Jeaul

isyuowoImbol opersd oygads oaey

HJDN e setpnjs Teorpewatjewt jo sodAy (e ‘(uryy [) ouary sy

oYY} I0J ‘Ieak SIU} 9OUIS 979]yIDUL B 9 URD JUOAIOAD JOU ISABMOH

‘(Area Aewr Ayqiqe Suryiods pue S[OAS] Je] ‘SSRUI S[ISNUI - JSTom

pue 311 oures oY) Suld( SB POOISIOPUN) DIA[IR UR JO APO(
oY), oavY Ued juowilredop INO Je dUOAToAd AJ[eorjoeld ‘9ouel

81091 JO uomyeIAdD

prepuels ® YIM SYGY°gL JO JSM ' PUR WDEZ [T JO UOIIRIASD
pIepuRls ® YIM WIGH L LT JO WSIOY © SRy 030[[IR 9FRIoAR O[T,

28GT  T091 1€°99¢ G9CL S SM
L8GT  6C'1I 1v'Lcl GF'LLT D JYSH
N AS( PIS 9OUBIIRA  URDIN a[qeIIeA

sse1anQ 21dwA|Q A



Premieopgave

Svar pa sidste bloks ekstraopgave

I sidste bloks ekstraopgave blev laeseren bedt om at afggre, om et
rektangel partitioneret i sma rektangler, hver med enten heltallig
leengde eller bredde, selv havde heltallig leengde eller bredde. Sva-
ret pa dette er ja, og Sune (’05), hvis maengde af FAM@s-opgaver
uden en feerdig-TeX’et besvarelse endnu har mél 0, indsendte fgl-
gende fine bevis baseret pa grafteori:”

Forst placerer vi det store rektangel i 1. kvadrant af R?, sadan
at det ene hjgrne bliver placeret i (0,0); de resterende hjgrner er
(b,0), (0,h) og (b, h), hvor b, h er hhv. det store rektangels bredde
og hgjde. Siderne i alle de sma rektangler vil desuden nu vaere
vandrette og lodrette. Vi danner en graf G ud fra det inddelte
rektangel pa fglgende méde:

Knuderne i G er alle de punkter, som er hjgrner i mindst ét
af de sma rektangler — selvom et hjgrne indgar i mere end ét af
de sma rektangler, giver det kun anledning til en enkelt knude i
grafen.

For hvert af de sma rektangler ved vi fra opgaven, at den vand-
rette eller lodrette sideleengde er heltallig, og vi forbinder sa hjgr-
nerne herefter:

Hvis den vandrette sideleengde er heltallig, forbinder vi de gv-
re hjgrner med hinanden, og vi forbinder de nedre hjgrner med
hinanden (figur 1(a)). Hvis den vandrette sideleengde ikke er hel-
tallig, vil den lodrette sideleengde ngdvendigvis vaere heltallig, og
vi forbinder de venstre hjgrner med hinanden og de hgjre hjgrner

offentliggjort i neeste FAM@S-blad, i den raekkefglge vi modtager jeres svar! Den
forste af vores keere laesere, der korrekt besvarer fire pa hinanden efterfglgende
opgaver, kan veelge at fa printet sit ansigt pa forsiden af FAM@s. Indtil videre
forer Sune (’05) med en korrekt besvarelse af sidste bloks ekstraopgave.

"For alternative beviser se "Proofs from the Book" af Aigner og Ziegler.

FAM@s oktober 2012

Maria Bekker-Nielsen Dunbar
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It also informs you of the tallest, shortest, lightest and heaviest
athletes (the extremes). They are:

Tallest 219cm  Zhaoxu Zhang (China)
Shortest 136cm  Asuka Teramoto (Japan)
Lightest  30kg  Asuka Teramoto (Japan)
Heaviest 218kg Ricardo Blas Jr (Guam)

Obviously, I cannot look at something like this without wanting
to play around with the data, so I grabbed the .txt-file of data
(which was created by the Press Association) and converted it to
a .csv-file. Now it can be loaded into SAS, thusly:

proc import datafile= "C:\Users\Maria Dunbar\Desktop
\famos\olymp.csv"
out=olymp2
dbms=d1m
replace;
delimiter= ",";
getnames=yes;
run;

Averages

In order to see what height and weight can be expected of these
athletes, we can generate the means of these variables:

proc means data=olymp2 maxdec=2 mean var std n;
var Height_cm_ Weight_kg_;
run;

22. drgang, nr. 1
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Premieopgave

Kristian Peter Poulsen
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m+1

(m+1)+1_,

u og v er to knuder, der er kantforbundet, vil u og v veere na-
bohjgrner i et lille rektangel, og rektanglets side mellem u og v
vil have heltallig leengde. Der geelder i sa fald at u har heltallige
koordinater i R?, hvis og kun hvis v har heltallige koordinater.

Dette generaliserer til vilkarlige stier i G: Hvis to knuder u og
v er forbundet med en sti i G, geelder at

u har heltallige koordinater < v har heltallige koordinater.

Specielt gaelder at enhver knude, der er forbundet i G til hjgrnet
(0,0), vil have heltallige koordinater.

Uanset om et lille rektangel falder under tilfzelde 1(a) eller 1(b),
vil det give én kant i G til hvert af det lille rektangels fire hjgrner.
Valensen® af en knude i G er altsé lig antallet af sma rektangler,
som knuden er hjgrne i.

Heraf fglger at der er tre mulige knudevalenser for en knude
i G: Yderhjgrnerne i det store rektangel indgar i netop ét lille
rektangel hver (figur 3(a)); yderknuderne (0,0), (b,0), (0,h) og
(b, h) har derfor valens 11 G.

Enhver anden knude i G vil veere hjgrne i enten 2 sma rektangler
(figur 3(b)) eller 4 sméa rektangler (figur 3(c)), hvorved valensen
af knuden er hhv. 2 eller 4.

Vi foretager nu en vandring i grafen G, hvor vi starter i knuden
(0,0) og vandrer uden at gentage kanter. Da (0,0) har valens 1,
kommer vi aldrig tilbage til (0, 0) igen. Vi bliver ved med at van-
dre, indtil vi ikke kan komme videre — dvs. indtil vi nar en knude,
hvorfra der ikke gar nogen kant, som ikke allerede er benyttet i
vores vandring.

Hver gang, vores vandring passerer en knude, bruges samlet 2
kanter — en ind-kant og en ud-kant. Nar vi pa vores vandring

8 Antallet af kanter, der udgér fra en knude (red.)

FAM@s oktober 2012

regner pa » ;] x* og skal na frem til, at det er lig med & —
Vi starter med at hive ledet med eksponenten m + 1 ud af vores
sum.

m+1

m
M .&.s. _ MH@ + .&.SLL.
i=1 i=1

Nu kan vi bruge induktionsantagelsen, og skrive ovenstaende sum
som den kvotient, formlen siger, det er. Vi antog jo, at seetningen
geelder for m.

m+1 m-+1

M L= T —x 4 g
i=1 z—1
B H3+H —r AH _ CR.SLL
N r—1 + z—1
&3.: — x4+ &§+w _ &3.:
N r—1
pmtD+1 _ o
B r—1

LR.

22. drgang, nr. 1
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En differentiabel funktion hvis
afledte ikke er kontinuert

Soren Knudby

Det er velkendt for de fleste, at differentiabilitet af en reel funktion
f medfgrer kontinuitet af f, mens det modsatte ikke geelder ge-
nerelt. Men hvad kan man sige om den afledte af en differentiabel
funktion? Det er nemt at se, at man ikke ngdvendigvis kan kon-
kludere differentiabilitet af f’: find et eksempel pa en kontinuert
funktion g, som ikke er differentiabel. Hvis f er en stamfunktion
til g (en sddan findes, fordi g er kontinuert), sa er f differenti-
abel, og den afledte f' = g ikke er differentiabel. Den afledte er
dog stadig kontinuert. Vi skal nu se et eksempel, hvor dette ik-
ke er tilfzeldet. Vi skal altsa finde en differentiabel funktion, hvis
afledte ikke er kontinuert.
Lad f: R — R veere givet ved forskriften

&meAqu x#0

J(@) = 0, 2 =0.

Pa Figur 1 vises grafen for f i en omegn af z = 0.

0002

>Z ><><> %(:%%: §c>q><;¢:<x><><><

-0002-

Figur 1: Grafen for f.

FAM@s oktober 2012

For russer

Induktion for dummies

— Til dig, der undrer dig over, hvorfor induktion virker

Kristian Peter Poulsen

For du ger noget, skal du lige se filmen Caféen? Domino, der er
lavet af Matematikrevyen. Filmen kan let findes pa Youtube, ellers
er den at finde her:

math.ku.dk/famos/domino

Nu er vi parate til at forklare, hvad induktion er, og hvorfor det
virker. Til dem, der stadig tror, at det har noget med komfurer
at ggre, kan vi starte med at sige, at det er en utrolig smuk og
smart bevismetode, der kan bruges, hvis man har en idé om, at
et resultat er korrekt, men lige mangler at bevise det. Induktion
er, nar man bare slar op i en bog, defineret som fglger:

Lad p(n) veere et praedikat' i n, hvor n € N. Nar fglgende to
betingelser er opfyldt, da vil p(n) gelde for alle n € N.

1)  p(1) er sand.

2)  For alle m € N gaelder, at p(m) = p(m + 1).

Det siger, at hvis vi kan vise, at p(1) er sand, samt at vi kan ud-
lede p(m + 1), nar vi antager, at p(m) geelder; da vil p(n) geelde
for alle n € N.

Det lyder nok stadig underligt for mange, men det er derfor jeg
laver den her artikel. Det er nemlig nu, vi skal bruge Caféen? Do-
mino-filmen, fordi induktion er ganske enkelt bare en garanti for,
at vi far veeltet samtlige brikker i en uendelig lang domino-bane.
Betingelse 1) er manden, der sidder pa toilettet; det er ham, som

MEn udtalelse, der indeholder en variabel. Nir vi indssetter en bestemt
vaerdi pa variablens plads, far vi et udsagn, der enten er sandt eller falskt.

22. drgang, nr. 1
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En differentiabel funktion hvis afledte ikke er kontinuert

Nl

Figur 2: Grafen for f’.

har et spring. Svaret pa dette spgrgsmal er, at diskontinuitets-
punkter for den afledte altid vil veere vilde, i den forstand at
f'(x) ikke har nogen greenseveerdi, nar z nermer sig det kritiske
punkt. Mere formelt gaelder fglgende szetning:

Satning 1 Lad f: |a,b]— R vere en differentiabel funktion, og
lad xy €a,b|. Hvis grenseverdien
lim f/(z)

+
,\Hlv,\HO

eksisterer, er den ngdvendigvis lig f'(xq).

Beviset for Saetning 1 er en anvendelse af middelvaerdissetningen,
som vi for god ordens skyld repeterer (uden bevis):

Satning 2 (Middelvaerdisetningen) Lad f: [a,b] — R vere en
kontinuert funktion, som er differentiabel i alle indre punkter
x €la,b[. Da findes et punkt ¢ €]a,b[, sd
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Spillet starter ud som pa ovenstaende figur. Spiller A starter
med at tage kuglerne fra en af sine seks huller op i sin hand. Der-
efter kgrer han handen i positiv omlgbsretning og leegger én kugle
::\owﬁr:rwmsswwirUoﬁmoﬁ@m:E:mﬁSj\mbmimwmmwcwowum.

Nar han lsegger den sidste kugle, er der tre mulighede:

1. Kuglen ender i hullet til hgjre pa figuren. Dette er A’s pointhul.
A far lov til at fa en tur til.

2. Den sidste kugle lander i et hul pa A’s side, som er tomt. Han
ma da tage den sidste kugle op igen, samt alle kugler fra B’s hul
overfor, og laegge dem alle i sit eget pointhul. A’s tur slutter her-
efter.

3. Ellers!® er A’s tur slut.

Vinderen er den spiller, som ender med flest af kuglerne i sit
pointhul - man vinder ved 37 eller derover. Hvis begge har 36,
kugler erklaeres spillet som vaerende endt uafgjort.

I kampen om at fa lgst Kalaha har man set pa simplificeringer
af spillet, herunder bade hvor antallet af huller pa hver side er
mindre end 6, men ogsa hvor antallet af kugler i hvert hul er
mindre end 6. Mange af disse kombinationer blev i 2000 lgst af
Geoffrey Irving, Jeroen Donkers og Jos Uiterwijk, og kan ses i
tabellen herunder. Der manglede dog stadig den vigtigste af dem
alle.

12 B’s pointhul.
13 A ender i et hul pa A’s side, hvor der i forvejen er kugler ELLER A ender
i et hul pa modstanderens side af brattet.

22. drgang, nr. 1
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En differentiabel funktion hvis afledte ikke er kontinuert

Bemaerkning 3 Beviset for Ssetning 1 kan uden videre overfgres
til at vise den tilsvarende saetning, hvor vi antager, at

lim f'(z)

Hiam
eksisterer.

Korollar 4 Lad f: ]a,b[— R vere en funktion, lad zo €]a, b[ vere
givet, og antag at f er differentiabel i alle punkter i intervallet
la, b[ maske med undtagelse af punktet xo. Hvis grenseverdierne

lim f'(x) og lim, f'(z)

@lv&@ R.\YHO

findes, men er forskellige, er f ikke differentiabel i punktet xg.

Bevis. Hvis f var differentiabel i punktet xg, ville

lim f'(2) = f'(x0) = lim_f'(z)

HlvRo H‘v&,o

ifglge Seetning 1 og Bemsaerkning 3. O

Vores eksempel fra tidligere pa en differentiabel funktion, hvis
afledte ikke var kontinuert, havde kun et enkelt diskontinuitets-
punkt. Man kan spgrge sig selv, om det er muligt at finde en
differentiabel funktion uden et eneste kontinuitetspunkt. Dette er
ikke muligt. Faktisk vil maengden af kontinuitetspunkter for den
afledte ligge taet i R. Det vil dog ga for vidt at bevise den pastand
her. Resultatet hgrer hjemme i den deskriptive maengdelzere.
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for alle X € M, vil A =0, dvs. A,, = {0}.
Bevis. For 1 <i,57 <nvil

A|~v@.+m@§. = det x»&
= anﬁxw + A\wd — \Cv
=det A + QmﬁA\w‘& — \C
pr— ou

jf. Lemma 1 og de tidligere observationer. Da er alle indgange lig
0, hvormed det gnskede fglger. O

Saledes skete det: jeg stod endelig med noget utrivielt, der kom
af en ret sa simpel idé om et velkendt begreb. Ja, det kunne veere
mere interessant, og selve resultatet er nok ret sa ubetydeligt i
forhold til, hvad man ellers kan finde pa i matrixregning (af gode
eksempler kan naevnes Cayley-Hamiltons szetning), og hvad jeg
ellers kunne have fundet pa. I det mindste var jeg heldig; at man
overhovedet far noget nyt og “spsendende” ud af teenkeriet, er
ikke en selvfglge. Nogle gange fgler man sig bare magteslgs, ikke
bare over for matematikken, men over for ytringen, overblikket
og teenkeriet, i hvilket tilfzelde man er ngdt til at treede et skridt
tilbage, fa vejret igen og fatte roen. Det er menneskeligt at lade
sig afskraekke.

22. drgang, nr. 1
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Additivitet af determinanten

— En kort historie om matematisk nysgerrighed

Rasmus Sylvester Bryder

Vi kender (snart) alle til determinantens belejlige multiplikativi-
tet, dvs. at vi, for vilkarlige komplekse kvadratiske matricer A og
B, har at

det AB = det Adet B.

Man kunne sa dertil spgrge sig selv, om den ogsa er additiv (dvs.
geelder det(A + B) = det A + det B?), men man finder hurtigt ud
af, at dette ikke geelder i almindelighed; tag for eksempel:
10 00

A= 0 0)° B= 01
Her har vi altsa forfattet et modeksempel til fgrnaevnte formod-
ning. Da jeg for fgrste gang grublede over sandhedsveerdien af
formodningen, var min intuition naturligvis, at den var falsk, og
modeksemplet kom til mig hurtigt derefter. I forlaengelse af for-
modningen kom jeg s& pa spgrgsmalet, om der fandtes en klasse af
matricer, som gjorde determinanten additiv — kunne der eksistere
et underrum af vektorrummet M, af komplekse n x n-matricer,
hvor determinanten havde denne egenskab? Og svaret var ja; hvis
man eksempelvis i My betragtede underrummet udspeendt af A
ovenfor, matte determinanten, ganske vist triviel pa underrum-
met, besidde additivitet. Spaendende eller ej, var det i det mindste
et eksempel.

Ikke desto mindre var jeg ikke helt tilfreds. Mit fgrste indtryk
var, at skulle man kunne bruge konceptet til noget, matte det da
skulle veere pa en delklasse af matricer (eftersom det ikke kunne
veere pa hele M,), som var maksimal med denne egenskab. De-
terminantfunktionen ville dermed vzere linezer pa denne klasse, og
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det kunne lede til mangen skgnhed og Lebensfreude. For n = 1
gjaldt det selvfglgelig overalt, men for n > 2 var det sveert at
finde en made bare at formulere formodningen pa. Af mangel pa
god notation og formuleringsevne, gav jeg lidt op; det syntes mig
i det gjeblik uoverskueligt. Hvad var jeg overhovedet i stand til at
fa ud af denne i fgrste omgang finurlige idé om determinanten?
Lad mig for Guds skyld pointere, at dette ikke er en opfordring
til bare at give op pa stedet — der findes selvfglgelig en méade at
formulere det pa, men nogle gange kan hjernen ikke kapere det,
og det ma man til tider bare acceptere. Det var, hvad jeg gjorde.

Det var sa her, at sergelsen slog ind. Hvad kunne jeg overhovedet
overskue at formulere; og var jeg god nok til at vise det? Jeg var
lidt for teendt pa min grundidé til bare at lade den veere, men mine
mangler havde slaet mig lidt ud. Hvis jeg skulle have et resultat,
var jeg ngdt til at sigte lavere. Det medfgrte nok en mindre grad
af tilfredsstillelse, men som det var, sa jeg ikke andre muligheder.
Jeg spejdede kort tid efter en ny made at blive i boldgaden pa, og
det slog mig: hvad hvis jeg nu prgvede at finde en n x n-matrix
A, saledes at

det(A + X) =det A+ det X

for alle komplekse n x m-matricer X7 Jovist, problemet var af
en helt anden karakter, pa ingen made lige sa, omfangsrigt som
hvad jeg tidligere havde teenkt pa, men her var der endelig noget
konkret og mere formulerbart at kaste sig over. Jackpot. Mit farste
indfald var, at A = 0 selvfglgelig lgste problemet, og her kom
gennembruddet: kunne der vaere andre matricer, der opfgrte sig
sa peent? Min intuition sagde nej, men jeg havde aldrig set det
bevist andetsteds. Efter lidt relevant Googleri, kom jeg (sa vidt
jeg erindrer) heller ikke frem til noget bevis for det, men jeg kunne
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