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Induktion for dummies

— Til dig, der undrer dig over, hvorfor induktion virker

Kristian Peter Poulsen

For du ggr noget, skal du lige se filmen Caféen? Domino, der er
lavet af Matematikrevyen. Filmen kan let findes pa Youtube, ellers
er den at finde her:

math.ku.dk/famos/domino

Nu er vi parate til at forklare, hvad induktion er, og hvorfor det
virker. Til dem, der stadig tror, at det har noget med komfurer
at gore, kan vi starte med at sige, at det er en utrolig smuk og
smart bevismetode, der kan bruges, hvis man har en idé om, at
et resultat er korrekt, men lige mangler at bevise det. Induktion
er, nar man bare slar op i en bog, defineret som fglger:

Lad p(n) veere et praedikat'® i n, hvor n € N. Nar fglgende to
betingelser er opfyldt, da vil p(n) gelde for alle n € N.

1)  p(1) er sand.

2)  For alle m € N gaelder, at p(m) = p(m + 1).

Det siger, at hvis vi kan vise, at p(1) er sand, samt at vi kan ud-
lede p(m + 1), nar vi antager, at p(m) geelder; da vil p(n) geelde
for alle n € N.

Det lyder nok stadig underligt for mange, men det er derfor jeg
laver den her artikel. Det er nemlig nu, vi skal bruge Caféen? Do-
mino-filmen, fordi induktion er ganske enkelt bare en garanti for,
at vi far vaeltet samtlige brikker i en uendelig lang domino-bane.
Betingelse 1) er manden, der sidder pa toilettet; det er ham, som

En udtalelse, der indeholder en variabel. Nar vi indssetter en bestemt
veerdi pa variablens plads, far vi et udsagn, der enten er sandt eller falskt.
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starter det hele. Hvis ikke det var for ham, ville ingen af flaskerne
veelte.

Betingelse 2) er, at der er flasker pa hver eneste plads i domino-
banen. Vi valger en vilkarlig flaske, p(m), i banen og kontrolle-
rer om flasken lige bagefter, altsa p(m + 1), vil veelte; altsd om
p(m) = p(m + 1). Hvis p(m + 1) skal veelte bliver p(m) ngdt til
at veelte. Vi méa altsa antage, at p(m) geelder. Grunden til, at vi
kan det er betingelse 1. Vi ved p(1) er sand. Sa viser vi, at den
efterfolgende ogsa geelder, altsa p(2). Sddan kan man blive ved;
men vi ved, at det gar godt, fordi vi viser det for en vilkarlig fla-
ske.

Hvis man teenker over det, sa vil de to betingelser fgre til, at do-
mino altid vil g& godt. De sgrger for, at intet kan ga galt.

Vi tager lige et eksempel. Vi vil vise, at for z € R\ {1} ogn € N

. n+1__
geelder >0 2t = T —F.

Beuis
1) Vi viser forst, at p(1) er sand, altsa, at venstresiden og hgjre-
siden af formlen giver det samme, nar vi har n = 1.
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Det var rigtigt. Manden pé toilettet fik altsa veeltet den forste
flaske.
2) Nu skal vi lige vise, at en tilfeeldig flaske ogsa kan valte den

efterfglgende flaske. Vi skal udlede, at p(m + 1) geelder, nar vi
m—+1__
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antager, at p(m) geelder. Dvs., vi ved, at }I", 2 =
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regner pa Z?:{l x* og skal na frem til, at det er lig med %

Vi starter med at hive ledet med eksponenten m + 1 ud af vores
sum.

m+1 ] mo

Sa = Yatgami

i=1 i=1

Nu kan vi bruge induktionsantagelsen, og skrive ovenstaende sum
som den kvotient, formlen siger, det er. Vi antog jo, at ssetningen
geelder for m.
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