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Eneström-Kakeyas sætning
Jens Siegstad

I denne artikel skal vi studere, hvorledes nulpunkterne for et kom-
plekst polynomium fordeler sig, hvis koefficienterne er reelle og
opfylder visse betingelser. Sætningen er opkaldt efter den sven-
ske matematiker Gustav Eneström (1852-1923) og den japanske
matematiker Soichi Kakeya (1886-1947).

Sætning 1 (Eneström-Kakeya)
Lad

p(z) =
n∑

k=0
akzk

være et polynomium af grad n med reelle koefficienter, der opfyl-
der at 0 < a0 ≤ a1 · · · ≤ an−1 ≤ an. Da ligger alle nulpunkterne
for p indenfor den lukkede enhedsdisk D(0, 1) i C.

Bevis. Betragt polynomiet

q(z) = (1− z)p(z)

= (1− z)
(

n∑
k=0

akzk

)

= a0 − anzn+1 +
n∑

k=0
(ak − ak−1)zk.

Antag at z er et nulpunkt for p, og dermed også for q, hvor |z| > 1.
Da har vi at

anzn+1 = a0 +
n∑

k=0
(ak − ak−1)zk.
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Ved at benytte trekantsuligheden finder vi, at

|anzn+1| =
∣∣∣∣∣a0 +

n∑
k=0

(ak − ak−1)zk

∣∣∣∣∣
≤ a0 +

n∑
k=0

(ak − ak−1)|zk|

< a0|zn|+
n∑

k=0
(ak − ak−1)|zn|

= |anzn|,

hvilket er en modstrid, idet an 6= 0 og |z| > 1. Dermed ligger alle
nulpunkterne for p indenfor D(0, 1).

Der findes også en anden variant af Eneström-Kakeyas Sætning:

Sætning 2 (Eneström-Kakeya)
Lad

p(z) =
n∑

k=0
akzk

være et polynomium af grad n med reelle koefficienter, der opfyl-
der at a0 ≥ a1 · · · ≥ an−1 ≥ an > 0. Da ligger alle nulpunkterne
for p udenfor den åbne enhedsdisk D(0, 1) i C.

Bevis. Overladt til læseren.

Eneström-Kakeyas sætning kan generaliseres, og dette kan man
læse mere om i [3].
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