Substitutionernes fest

Lagsning af tredjegradsligningen
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Substitution en masse

Vi vil i denne artikel vise, hvorledes man kan lgse den generelle
tredjegradsligning

oz + agr? + azz 4 ag = 0 (1)

hvor aq, as, ag 0g ay er reelle tal, og a; # 0. Ved division med «y
fas den reducerede ligning

2° +az® +br+c=0 (2)
hvor
(o%) 0%} Qg
a=— , b=— og c=—.
(5] aq aq

Vi vil nu Igse den reducerede ligning?® ved at benytte en raekke
snedige tricks. Vi vil fgrste skille os af med andengradsleddet ved

at substituere z = y — fa i (2):

3 5 1\? 1\? 1
¥ +ar®+br+c=(y—sa| +aly—za) +bly—za)+c

3 3 3
1 2 1
=y + <b— 3a2> Y+ 2—7a3 - gab—i—c.

hvorved ligningen (2) kan skrives pa formen

Yy +py+q=0 (3)

23Da de to ligninger er sckvivalente, vil rgdderne i anden ligning praecis
veere rgdderne i fgrste ligning.
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hvor p = b — 3a og q = 27a - 3ab + c. Bemaerk, at ligningssy-

stemet er nemt at lgse, hvis p eller g er lig 0. I fglgende betragter
vi derfor kun tilfeelde, hvor p, ¢ # 0. Seettes y = u + v, fas 24

(w0 +p(utv) +g=0 {Zij’;‘fﬂg) (4)
= {—’5?7’ = u'v? . (5)
q=—(u’+v%)

Det er altsa tilstreekkeligt at finde u og v, sa ligningssystemet i
(5) lgses. Bemaerk desuden, at p, ¢ # 0 tillader os at antage

u,v#0 og u+v#0.

Vi vil konstruere en andengradsligning, hvor koefficienterne er en
snedig konstruktion af p og ¢, som vi allerede kender fra vores
tredjegradsligning, og hvor rgdderne af andengradsligningen viser
sig at veere netop u® og v3, hvor u og v opfylder (5). Et kvalificeret
gaet kunne veere:
e
22+ qz— 77 = =0 (6)

Vi skal altsa vise, at

u og v opfylder (5) < u® og v* er rgdder i (6).

Vi starter med at vise ” = ”-implikationen. Antag, at u og v
opfylder ligningssystemet i (5). Da fas det gnskede ved at evaluere
(6) i 2 = u3 og z = v3, efter substitution af koefficienterne i (6)
med de akvivalente udtryk fundet i (5).

241 zeseren kan eftervise (4) ved at bemaerke (u+v)* = u® 403 +3uv(utv).
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Vi viser nu, at hvis u? og v? er rgdder i (6), sa er ligningerne i (5)
opfyldt. Per antagelse har vi:

3

(u?)? 4 qu® — 5—7 =0
3
(v + qv® — ‘72)—7 =0

Det giver mening®® at dividere med u3 hhv. v3:

3

p
e g =

3

p
v3+q—2703 -

p 3 p 3
= — — = — 7
o3 " T @)
3
A G N B
97 (u3 v3> e ®)
Lidt omrokering giver:
p3 u3 _ ’U3
21 L&
B (U3 _ 1)3) U31}3
(-3)
I

Z5Per antagelse er u, v # 0.
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Substitution, i udtrykket for ¢ fra forste lighedstegn i (8), giver:
¢ = —(u’ +v°)

Altsa ser vi, at ligningerne i (5) er opfyldte.

Vi kan altsa finde u? og v3 ved at lgse andengradsligningen i
(6). Ideen er derefter at finde en af lgsningerne y; = wu; + v1 pa
(3), hvorefter en af lgsningerne z; = y; — %a til (2) kan bestem-
mes. Resten af magien foregar ved polynomiumsdivision til at fa
en andengradsligning, hvis rgdder er de to resterende rgdder af

tredjegradsligningen.
Til at finde u; og v1 bestemmes forst den ene kubikrod u; af u3.
Vi udnytter da restriktionen 3ujv; = —p fra (4) til at bestemme
V1.
Lidt historie

Det netop gennemgdaede er en variation af Cardanos formel. Det
var i hans arbejde med tredjegradsligninger, at han indsa ngdven-
digheden af at udvide det daveerende talsystem. Det pudsige ved
denne metode er, at vi i beregningen af u? godt kan komme ud
for at tage kvadratroden til et negativt tal, og sa alligevel have
at uy er reelt! Inden fgdslen af de komplekse tal mé det have en
veeret en overraskende opdagelse.

Et eksempel

I folgende eksempel demonstreres brugen af det netop beviste. Vi
starter med tredjegradsligningen:
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223 — 3002 + 1622 — 350 = 0 (9)

Ved division med koefficienten pa tredjegradsleddet reduceres lig-
ningen til formen (2):

23— 1522 + 81z — 175 =0

Sa vi har ¢ = —15,b = 81,¢ = —175. Vi skriver nu ligningen om
til formen (3), med folgende p og g-veerdier:

1 225
=b—-a®*=8l—"-=6
p 3 3
2 3 1 —2.3375 1215
= — —ab+c= —175= -2
q= 27 3a +c o7 + 3 75 0
3

Nu kan vi bestemme u°, som den ene rod i (6):

u3=—%+ (i p—_10+V10

S
\]

En kubikrod for v kan Vaere u; = 1+ /3. Idet 3ujvy = —p =1,
fas v1 = 3u,dvs v = 1+\/§ Da y; = w1 +v; = 0, kan vi nu
substitutere tilbage, for at finde en af rgdderne til tredjegradslig-

ningen:

—2 15
1 =Y — 3 =1+V3+ +\/§+?=7

Den ene af rgdderne er altsd 7. Vi udfgrer nu polynomiumsdi-
vision for at fa et andengradspolynomium, hvis redder er de to
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resterende rgdder:

a3 —152% + 812—175 |z -7 = 2> —8z+25

— (23— T2?)
—82% + 812175
—(— 822 + 562)
25x—175
—(25z—175)

Vi far, at rgdderne i 22 — 82 + 25 er de to resterende lgsninger
til (9), hvilke vi let kan finde ved lgsningsformlen for en anden-
gradsligning:

8+(—8)2—4-25 4+-36
xr = =
2

5 =413

Altsa finder vi, at alle lpsningerne til (9) er 7, 4 + 3¢ og 4 — 3i.
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