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i
har

således
at

π
n
a

n

n!
er

det
(n

+
1)’te

led
iden

konvergente
ræ

kke

e
π
a

=
∞∑n=

0 (π
a)
n

n!
=
∞∑n=

0

π
n
a
n

n!

og
derm

ed
har

viat
π

n
a

n

n!
→

0
for

n
→
∞
.

Ved
atbenytte

ovenstående
observationerkan

vikonkludere
at

integralet ∫
π0
f
n (x)sin(x)

d
x
erpositivtm

en
m
indre

end
π
π

n
a

n

n!
=

π
n

+
1
a

n

n!
som

konvergererm
od

0
for

n
→
∞

ifølgePåstand
2.V

ivili
detfølgendeviseatvoresantagelseom

at
π
errationalm

edførerat
detteintegraleretheltal,hvorved

viopnården
ønskedem

odstrid.
V
idefinerer

nu
funktionen

F
n :R

→
R

ved

F
n (x)=

n
∑i=

0 (−
1)
if

(2
i)

n
(x)

hvor
f

(j)
n

betegner
den

j’te
afledede

af
f
n .
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Ta
lle
t

π
er

irr
at
io
na
lt

Je
ns

Si
eg
st
ad

A
t
ta
lle

t
π
er

irr
at
io
na

lt
ha

r
væ

re
t
ke
nd

t
ip

æ
nt

la
ng

tid
.A

ris
to
-

te
le
s
po

st
ul
er
ed
e
de
t
da

ha
n
på

st
od

at
di
am

et
er
en

og
ra
di
us

ie
n

ci
rk
el

er
in
ko
m
m
en
su
ra
bl
e
st
ør
re
lse

r(
[3
]).

D
er

sk
ul
le

gå
ov
er

20
00

år
fø
rA

ris
to
te
le
s’
på

st
an

d
bl
ev

be
vi
st
!I

17
68

ga
v
de
n
sc
hw

ei
zi
sk
e

m
at
em

at
ik
er

Jo
ha

nn
H
ei
nr
ich

La
m
be

rt
so
m

de
n
fø
rs
te

et
be

vi
s

fo
ri
rr
at
io
na

lit
et
en

af
π
.V

is
ka

li
de
nn

e
ar
tik

el
se

de
te

le
ga
nt
e
be

-
vi
s
so
m

de
n
ca
na

di
sk
-a
m
er
ik
an

sk
e
m
at
em

at
ik
er

Iv
an

N
iv
en

ga
v
i

19
46
.

Sæ
tn
in
g
1

Ta
lle

tπ
er

ir
ra
tio

na
lt.

Be
vi
s.

A
nt
ag

fo
r
m
od

st
rid

at
π
er

ra
tio

na
l.
D
a
ka

n
vi

fin
de

na
-

tu
rli
ge

ta
la

og
b
så
le
de
s
at
π

=
a b
.L

ad
n
væ

re
et

na
tu
rli
gt

ta
l,

og
de
fin

er
fu
nk

tio
ne
n
f n

:R
→

R
ve
d

f n
(x

)=
x
n
(a
−
bx

)n
n

!
.

P
ås

ta
nd

1
Fo

r
et
hv

er
t
n
∈
N

og
fo
r

0
<
x
<
π
gæ

ld
er

at

0
<
f n

(x
)s

in
(x

)<
π
n
a
n

n
!
.

Be
vi
s.

D
a
x
>

0
ha

rv
ia

tb
x
>

0,
og

de
rm

ed
ha

rv
ia

t0
<
a
−
bx
<

a
,o

g
så
le
de
s
gæ

ld
er

at
0
<

(a
−
bx

)n
<
a
n
.F

or
0
<
x
<
π
gæ

ld
er

at
0
<

sin
(x

)≤
1.

Ve
d
at

be
ny

tt
e
di
ss
e
ul
ig
he
de
r
fin

de
r
vi

at

0
<
f n

(x
)s

in
(x

)<
π
n
a
n

n
!
.
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m
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Si
de

9-
sæ

tn
in
ge
n

9

Sk
uff

ep
rin

ci
pp

et
Sø

re
n
W
en

ge
lM

og
en

se
n

Bl
ok

ke
ns

sid
e
9-
sæ

tn
in
g
er

en
lil
le

fik
s
sa
g
m
ed

et
m
eg
et

sim
pe

lt
be

vi
s,
de
ri

og
fo
rs

ig
bl
ot

er
en

op
fin

ds
om

an
ve
nd

el
se

af
no

ge
ts

å
ve
lk
en
dt

so
m

sk
uff

ep
rin

ci
pp

et
.

Sæ
tn
in
g
1

La
d
a

1,
..
.,
a
n
væ

re
n

he
lta

l,
so
m

ik
ke

nø
dv

en
di
gv

is
er

fo
rs
ke
lli
-

ge
fra

hi
na

nd
en
.D

a
fin

de
s
al
tid

no
gl
e
på

hi
na

nd
en

fø
lg
en
de

ta
l

a
k

+
1,
a
k

+
2,
..
.,
a
l,
så
le
de
s
at
∑
l i=
k

+
1
a
i
er

et
m
ul
tip

lu
m

af
n
.

B
ev
is

La
d
S

=
{0
,1
,.
..
,n
}
og

R
=
{0
,1
,.
..
,n
−

1}
og

de
fin

ér
f

:S
→
R

ve
d
at
f

(k
)
er

re
st
en

af
∑
k i=

1
a
i
ve
d
di
vi
sio

n
m
ed

n
.B

em
æ
rk
,a

t
vi

la
de
r
f

(0
)=

0.
D
et

se
s,
at
|S
|>
|R
|,
og

de
r
m
å
al
ts
å
ve
d
br
ug

af
sk
uff

ep
rin

ci
pp

et
fin

de
s
l 1
,l

2
∈
S
,l

1
<
l 2
,s

å
∑
l 1 i=

1
a
i
og
∑
l 2 i=

1
a
i

gi
ve
r
sa
m
m
e
re
st

ve
d
di
vi
sio

n
m
ed

n
.S

å
ko
m
m
er

vi
fre

m
til
,a

t

l 2 ∑

i=
l 1

+
1
a
i

=
l 2 ∑ i=

1
a
i
−

l 1 ∑ i=
1
a
i

ha
r
re
st

0
ve
d
di
vi
sio

n
m
ed

n
.

�
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]
M
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A
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r
M
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Reeh
31

Lad
M

:=
{(x

,y)
∈

[0
,1] 2

|
x
≥

12 ,y
≥

12
x },

da
udregner

vi
arealM

som
et

dobbeltintegral:

areal(M
)=

∫[0
,1] 2 1

M
d
µ

=
∫

M
1
d
µ

=
∫

112

∫
112
x 1

d
y
d
x

=
∫

112

1−
12
x
d
x

=
[x
−

12 log(2x) ]112

=
(1−

12 log2)−
( 12 −

0)=
12 −

12 log2
.

Sandsynligheden
for

at
vi

kan
danne

en
trekant

af
de

opdelte
stykker,kan

så
udregnes

til

P
((X

,Y
)∈

A
)=

areal(A
)=

1−
areal(B

)=
1−

4areal(M
)

=
1−

4( 12 −
12 log2)=

2log2−
1
'

0,386.
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G
astronom

isk
inspiration

Sådan
sm

ager
dit

næ
rm

iljø
–
V
iafprøver

diverse
caféer

og
m
adsteder

inæ
rheden

afH
CØ

,så
du

tør
tage

chancen
og

prøve
noget

nyt
Rie

Jensen
og

K
atrine

G
ravesen

Farverergodt,og
farver

idrinks
er

endnu
bedre.Idenne

udgave
giver

vidig
en

guide
til,hvor

du
og

veninderne
kan

tage
hen

på
den

ultim
ativegirlsnightout.O

g
erm

an
ikketildrinksog

tæ
nker:

Ø
v,så

er
der

ingen
gastronom

iske
tips

tilm
ig

idenne
om

gang,
så

fat
m
od!Burger,fritter

og
cola

skalder
naturligvis

også
væ

re
pladstil.A

ltialten
bytur,derhurtigtbliverfarlig

og
en

redning
tildagen

derpå.

V
ibes

A
potek,

8
8
8
8
8
9

D
er

er
drinks

ilange
baner

og
sød

betjening
på

Vibes
Apotek

på
Ydunsgade

5.Baren
holder

åbent
torsdag-lørdag

fra
19.30-24,og

vierfarede,atdetgodtkan
betale

sig
atkom

m
e
lidttidligtpå

af-
tenen.Baren

ervelbesøgtog
detm

ed
god

grund.K
onceptetlyder

på
drinks

m
ikset

af
forskellig

slags
spiritus

og
diverse

sirupper.
N
avne

som
sort

m
æ
lk,

zlum
um

ba
og

gæ
t
en

is
siger

ikke
nød-

vendigvis
m
eget

om
,hvad

m
an

egentlig
får

isin
drink,m

en
der

er
hjæ

lp
at

hente
fra

det
søde

personale
bag

baren.D
esvæ

rre
er

ladies
night

ikke
læ
ngere

en
torsdagsevent

ibaren,og
m
an

kom
-

m
er

derfor
hurtigt

tilat
betale

godt
for

en
festlig

aften.Prisen
for

en
drink

er
m
ellem

25
og

60
kr.,

m
en

det
opvejes

heldigvis
afden

hyggelige
stem

ning,som
skabes

aflokalernes
udsm

ykning
m
ed

tæ
pper

på
væ

ggene,afrevet
tapet

og
hyggelige

sofaer,hvor
gæ

sternekan
slæ

ngesig,ligeså
tossetdevil.Tossetkan

m
an

også
hurtigt

blive
afde

baloner
m
ed

lattergas,som
tilden

lette
sum

af
20

kr.,
hurtigt

får
sm

ilet
frem

.
V
i
oplevede

sågar
lidt

ekstra
loungestem

ning
iform

afD
J
ibarensbagerste

gem
akker.D

u
kan

derfor
roligt

tage
veninderne

under
arm

en
og

få
en

på
opleveren,
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K
næ

k
og

br
æ
k

Fi
gu

r
2
M
æ
ng

de
n
B

af
ug

un
st
ig
e
ud

fa
ld

(1
−
Y

)m
ax

(X
,1
−
X

)`
≥

1 2`
.M

æ
ng

de
n
B

ka
n
så
le
de
s
be

sk
riv

es
ve
d

B
=
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|x

=
1 2}
∪
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|y

m
ax

(x
,1
−
x

)≥
1 2}

∪
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|(

1
−
y
)m

ax
(x
,1
−
x

)≥
1 2}

=
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|x

=
1 2}

∪
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|x
≤

1 2,
y
≥

1
2(

1
−
x

)}

∪
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|x
≥

1 2,
y
≥

1 2x
}

∪
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|x
≤

1 2,
1
−
y
≥

1
2(

1
−
x

)}

∪
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|x
≥

1 2,
1
−
y
≥

1 2x
}.

Fo
re
ni
ng

en
er

di
sju

nk
tb

or
ts
et

fra
de

fir
ep

un
kt
er

(±
1 2,

0)
og

(0
,±

1 2)
–
se

fig
ur

2.
M
æ
ng

de
n
{(
x
,y

)
∈

[0
,1

]2
|x

=
1 2}

er
et

lin
je
st
yk

ke
og

ha
r

ar
ea
ln

ul
.D

e
re
st
er
en
de

fir
e
m
æ
ng

de
r
fre

m
ko
m
m
er

af
hi
na

nd
en

ve
d
sp
ej
lin

g
il
in
je
rn
e
x

=
1 2
og

y
=

1 2,
så

de
ha

r
sa
m
m
e
ar
ea
l.

D
er

gæ
ld
er

de
rfo

r

ar
ea

l(B
)=

4
·a

re
al
{(
x
,y

)∈
[0
,1

]2
|x
≥

1 2,
y
≥

1 2x
}.
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Ri
e
Je
ns
en

og
K
at
rin

e
G
ra
ve
se
n

11

fo
r
so
m

Vi
be
s
Ap

ot
ek

sig
er

de
t,

så
er

bi
tt
er

ik
ke

no
ge
t,

m
an

er
-

de
t
er

no
ge
t,
m
an

dr
ik
ke
r
fo
r
ik
ke

at
bl
iv
e
de
t!

T
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B
ro

nx
,8
8
8
8
8
8

Fa
rli
ge

dr
in
ks

ka
n
hu

rt
ig
t
gi
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de
de
r
tø
m
m
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m
æ
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og
hv

ilk
en

be
dr
e
m
åd

e
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hj
æ
lp
e
så
da

nn
e
en
d
m
ed

bu
rg
er

og
co
la

(s
id
st
-

næ
vn

te
ad

lib
itu

m
).

På
T
he

Br
on

x
på

N
ør
re
br
og
ad

e
11
4
er

de
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lis
te
r
il
ig
e
ne
to
p
bu

rg
er
,o

g
hv

ad
de
r
de
rt
il
hø

re
r.

M
en
u-

ko
rt
et

by
de
r
på

ti
fo
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ke
lli
ge

af
sla
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g
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t
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e
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så
da

n)
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g
al
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st
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.i
nk
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va
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fri
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r
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H
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u
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n
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n
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re

ks
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a
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M
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A
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X
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m
en

så
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de
n
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e
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m
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g.
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x
la
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ke

bu
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er
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ør
n.

Bu
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e
er

sp
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læ
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og
fri
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ne
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r
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H
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u
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st
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nt
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k
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m
m
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m
æ
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r
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fe
jl.

T
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x
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r
ne
m
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ts

tu
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vo
r
ra
ba
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æ
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g
på
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n
m
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e
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n
m
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e
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m
m
en

til
m
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d
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de
t
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m
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få
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t.
På
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æ
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b
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n
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g
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r
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få
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s
m
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o
på
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n
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D
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il
va
rm

ta
nb

ef
al
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n
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Løsning
afden

supplerende
opgave

D
en

stokastiske
variabel

X
∈

[0,1]antagesstadig
atvæ

re
ligefor-

delt,og
det

første
snit

på
pinden

læ
gges

i
X
·
`
som

før.
N
u
skalviså

væ
re

lidtforsigtige,idetandet
snitpunktkun

m
å

placeres
på

det
læ
ngste

afde
to

stykker.D
e
to

stykker
vilhave

læ
ngderne

X
`og

`−
X
`.D

etlæ
ngstestykkevilderforhavelæ

ngde

m
ax(X

`,`−
X
`)=

m
ax(X

,1−
X

)`;

og
det

korte
stykke

vilaltid
have

læ
ngde

højst
12
og

opdeles
ikke

yderligere.
Lad

nu
Y
∈

[0
,1]betegne

den
relative

placering
afandet

snit-
punkt

langs
linjestykket

aflæ
ngde

m
ax(X

,1−
X

)`.
Y
∈

[0
,1]er

altså
den

relative
placering

afandet
snitpunkt

langs
det

læ
ngste

afde
første

stykker;
Y

er
derfor

per
antagelse

ligefordelt
på

[0
,1]

uafhæ
ngigt

afhvilken
væ

rdi
X

antager.D
etandetsnitpunktpla-

ceresså
ipunktet

Y
·m

ax(X
,1−

X
)`

langslinjestykketaflæ
ngde

m
ax(X

,1−
X

)`.
N
årviopdelerstykketm

ax(X
,1−

X
)`idetandetsnitpunkt,får

viså
to

stykkeraflæ
ngde

Y
m

ax(X
,1−

X
)`og

(1−
Y

)m
ax(X

,1−
X

)`.
D
a
fordelingen

af
Y

eruafhæ
ngig

af
X
,vil(X

,Y
)endnu

engang
væ

re
ligefordeltpå

[0
,1] 2.V

iladerigen
A
⊆

[0,1] 2væ
re

m
æ
ngden

af
udfald

hvor
vi

kan
danne

en
trekant,

og
vi

vil
igen

i
stedet

bestem
m
e
arealet

afkom
plem

entet
B

:=
[0,1] 2\

A
.

H
vis

X
=

12 ,vilbegge
de

to
første

stykker
have

læ
ngde

12 `,så
vikan

ikke
danne

en
trekantuansetplaceringen

afandetsnit.V
i

har
altså

{
12 }×

[0
,1]⊆

B
.

For
X
6=

12 ,vildet
korte

af
de

to
første

stykker
have

læ
ngde

m
indre

end
12 `.D

en
eneste

m
åde

hvorpå
vikan

få
et

stykke
af

læ
ngde

m
indst

12 `vilaltså
væ

re
hvis

Y
m

ax(X
,1−

X
)`≥

12 `eller
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