Tallet 7 er irrationalt

Jens Siegstad

At tallet 7 er irrationalt har veeret kendt i paent lang tid. Aristo-
teles postulerede det da han pastod at diameteren og radius i en
cirkel er inkommensurable storrelser ([3]). Der skulle ga over 2000
ar for Aristoteles’ pastand blev bevist! I 1768 gav den schweiziske
matematiker Johann Heinrich Lambert som den fgrste et bevis
for irrationaliteten af . Vi skal i denne artikel se det elegante be-
vis som den canadisk-amerikanske matematiker Ivan Niven gav i
1946.

Satning 1 Tallet © er irrationalt.

Bevis. Antag for modstrid at 7 er rational. Da kan vi finde na-
turlige tal a og b sdledes at m = 7. Lad n veere et naturligt tal,
og definer funktionen f,: R — R ved

x"(a — bx)"

Julz) = n!
Pastand 1
For ethvert n € N og for 0 < x < 7 geelder at
n,n
0 < fu(x)sin(z) < Wn?

Bevis. Da z > 0 har vi at bx > 0, og dermed har viat 0 < a—bx <
a, og saledes gaelder at 0 < (a — bz)™ < a™. For 0 < z < 7 geelder
at 0 < sin(z) < 1. Ved at benytte disse uligheder finder vi at

n

"a™

0 < fu(x)sin(z) <

n!
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Pastand 2
Der gelder at

n

"a™

— 0 for n — oo.

n!

Bevis. Husk at den naturlige eksponentialfunktion har rsekke-
fremstillingen
x
ez = Z m
n=0

og ovenstaende raekkefremstilling er gyldig for ethvert € R. Vi

har séledes at “:f,‘n er det (n + 1)’te led i den konvergente raekke

o0
>IE

|
=0 n.

n

n

ra _ <= (ma)
e = Z |
n=0 :

og dermed har vi at ”Z‘fn — 0 for n — oo. O
Ved at benytte ovenstaende observationer kan vi konkludere at

integralet [J f,(z)sin(z) dz er positivt men mindre end w4~ =
7.l.'n,—Q—la'rL

17— som konvergerer mod 0 for n — oo ifglge Pastand 2. Vi vil i
det folgende vise at vores antagelse om at 7 er rational medfgrer at
dette integral er et heltal, hvorved vi opnar den gnskede modstrid.
Vi definerer nu funktionen F;,: R — R ved

Fa(z) =Y (=1)'f#(x)

1=0

hvor f,(Lj ) betegner den j'te afledede af f,.
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Pastand 3
Funktionen z — F)(z)sin(z) — F,(z) cos(z) er en stamfunktion
til x — fn(z)sin(zx), og der gaelder at

/fn ) sin(z) dz = Fy(0) + Fo().

Bewis. Vi finder at

(F!(z)sin(x) — Fp(x) cos(z))" = F(z) sin(x

Vi simplificerer nu F)/(z) + F,(z).

Fyl(@) + Fa(e) = Y- (=1 ) (@) Z

= (f,g?)(:v) — fD@) 4+ FO (@) + - (=) £2n+2))
F(fule) = 0@ + @)+ () @)

idet f7(12n+2)(m) =0 da f er polynomium af grad 2n. Dermed har
vi at (F!(z)sin(x) — Fp(z) cos(x))’ = fn(z)sin(z) som gnsket. Vi
finder nu at

™

/ fn(x)sin(z daj—[ F! (z)sin(x) — F,() cos(a:)}
= F,(0) 4+ Fy,(m)

0

som gnsket. O
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Pastand 4 '
Der geelder at f,gj)(O) og fT(L])(ﬂ) er et heltal for ethvert j € N.

Beuvis. For at vise ovenstaende omskriver vi udtrykket for f, ved
at benytte binomialformlen:

fulz) = M

hvor

Det ses af ovenstaende at hvis vi differentierer f,, mindre end n
gange, fas et polynomium uden konstantled. Dermed har vi at

fy(lj)( 0) =0 for j < n. Hvis j > 2n, har vi at f = 0, og specielt
har vi at f,g )( 0) = 0. Differentierer vi f,, j gange hvor n < j < 2n,
fas netop ét konstantled, og heraf fglger det at fy G )( 0) er lig med
dette konstantled. Vi finder at féj)( 0) = ik c’ ,og da 7 > n, er dette
tal et heltal. For at vise at fy(Lj )(77) er et heltal, far vi behov for
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fplgende identitet
fn(x) = fu(m — ) for alle x € R. (1)

Lad z € R. Da ¢ = br har vi at

z"(a — bx)"
n!
2" (b — bx)"
n!
(bx)™ (m — )"
n! )

fa(z) =

Heraf folger det at

= fn(2)

og dermed har vi vist (1). Ved gentagen anvendelse af kaedereglen
er det rasende nemt at vise atféj)(:v) = (—1)jf,gj)(7r — ). Dermed
er £ (0) = (—1)4 T(Lj)(ﬂ'), og heraf fplger at f,gj) (m) ligeledes er et
heltal for ethvert j € N. O

Pastand 1 giver at der findes et n € N saledes at

0< /07r fn(x)sin(z) dz < 1.
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Af pastand 4 samt definitionen af F,,, folger det at F},(0) og F, ()
er heltal. Dermed har vi at

/0 " (@) sin(z) da = F(0) + Fy(m)

er et heltal, og dermed har vi den gnskede modstrid. Vi kan séle-
des konkludere at 7 er irrationalt. O
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