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fo
rd
el
in
ge
n
m
ed

va
ria

ns
m
at
ric

e
I
/
(m
−

1)
.V

ik
on

kl
ud

er
er

ve
d
Lé

vy
(s
æ
tn
in
g
2)
,a

t
fo
rd
el
in
ge
n
af

Lo
g(
Y
n
)/
√
n
ko
nv

er
ge
re
r

sv
ag
tm

od
de
nn

en
or
m
al
fo
rd
el
in
g.

V
ih

us
ke
rd

efi
ni
tio

ne
n
3
af

sv
ag

ko
nv

er
ge
ns

og
ko

nk
lu
de
re
r:

Sæ
tn
in
g
1

(fo
re

nk
let

va
ria

nt
af

[P
R0

5]
)
La

d
Y
n
væ

re
lig

ef
or
de
lt

på
Γ n

.F
or

Bo
re
lm

æ
ng

de
r
B
⊂

R
m
,h

vo
r
Le

be
sg
ue
-m

ål
et

af
∂
B

er
0,

gæ
ld
er

P
(

Lo
g(
Y
n
)

√
n

∈
B

)
−−
−→

n
→
∞

(
m
−

1
2π

) r
/
2
∫ B

e−
m
−

1
2
‖x
‖2
d
x
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hl
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ch
ou

7

a
A

til
at

be
te
gn

e
af
slu

tn
in
ge
n
af
A
.S

om
de
t
al
le
re
de

er
næ

vn
t

gæ
ld
er

fø
lg
en
de

to
id
en
tit

et
er
: cc
A

=
A
,

a
a
A

=
a
A
.

D
er

gæ
ld
er

do
g
og
så

en
tr
ed
je
og

m
ås
ke

kn
ap

så
åb

en
ly
st

id
en
tit

et
,

ne
m
lig

fø
lg
en
de
:

a
ca
ca
ca
cA

=
a
ca
cA
.

Fo
ra

ti
nd

se
at

de
n
tr
ed
je

id
en
tit

et
gæ

ld
er
,l
ad

er
vi
iA

be
te
gn

e
de

in
dr
e
pu

nk
te
r
iA

.V
is

er
nu

at

iA
=
ca
cA
,

og
de
rm

ed
ve
d
at

ta
ge

af
slu

tn
in
ge
n
på

be
gg
e
sid

er
a
iA

=
a
ca
cA
.

D
et

er
al
ts
å
de
rfo

r
no

k
at

in
ds
e
fø
lg
en
de

id
en
tit

et
,
so
m

fø
lg
er

di
re
kt
e
fra

de
fin

iti
on

en
af

in
dr
e
pu

nk
te
r
og

af
slu

tn
in
g.

a
ia
iA

=
a
iA
.

V
i
se
r
nu

at
vi

ka
n

be
sv
ar
e
op

ga
ve
n

ve
d

at
se
,
hv

or
m
an

ge
fo
rs
ke
lli
ge

or
d
vi

ka
n
da

nn
e
på

de
to

bo
gs
ta
ve
ra

og
c
ud

en
at

de
r

op
tr
æ
de
rt

o
a
’e
re

lle
rt

o
c’
er

ef
te
rh

in
an

de
n
nå

ra
ca
ca
ca
c

=
a
ca
c.

D
et
te

gi
ve
r
os

fø
lg
en
de

lis
te

hv
or

vi
er

st
ar
te
t
m
ed

c:

cA
,a
cA
,c
a
cA
,a
ca
cA
,c
a
ca
cA
,a
ca
ca
cA
,c
a
ca
ca
cA

Ta
ge
rv

ia
fsl
ut
ni
ng

en
af

de
n
sid

st
e,

få
rv

is
om

be
ke
nd

ti
kk

e
no

ge
t

ny
t,
så

de
r
er

al
ts
å
hø

jst
7
ny

e
m
æ
ng

de
r
so
m

er
m
ul
ig
e
på

de
nn

e
m
åd

e.
V
is

er
nu

på
lis
te
n
hv

or
vi

er
st
ar
te
t
m
ed

a
:

a
A
,c
a
A
,a
ca
A
,c
a
ca
A
,a
ca
ca
A
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a
ca
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A
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Bevis.
Skriver

vilogaritm
en

afvenstresiden,får
vi

log(g(x) 1
/
x)=

log
g(x)
x

∼
(log

g(x)) ′

x
′

=
g ′(x)
g(x)

→
∂

0

hvor
vibruger

l’H
ôpitals

regel.

Funktionen
g
ilem

m
aet

skalnu
væ

lges,så

g(1/n)=
(r+ [n])

n
=

(r+
◦
λ(η(n)t))

n
for

n
∈
N

V
iskriver

definitionen
afden

indre
funktion

λ(η(n)t)
ud:

λ(η(n)t)=
2
m∑j=

1 cos(η(n)t)=
2
m∑j=

1 [1−
t 2j2
η(n) 2+

t 4j4! η(n) 4··· ]

og
bem

æ
rker,at

det
lignende

udtryk

λ̃
:
x
7−→

=
2
m∑j=

1 [1−
t 2j2
x

+
t 4j4! x

2··· ]

er
kontinuert

differentiabel
m
ed

λ̃
′(0)

=
−
∑
mj=

1
t 2j .

D
a
λ̃(x)

=
λ( √

x
t)

for
x
>

0,får
vi

λ( √
x
t) ′→

−
m∑j=

1
t 2j

=
−
‖
t‖ 2

for
x
→

0.D
ette

antyder
valget

g(x)=
r+
◦
λ( √

x
t)

V
i
kan

differentiere
λ
7→

r+ (λ)
via

rodform
len,

så
på

om
rådet

λ
/∈
{±

2 √
q}

har
vi:

r ′+ (λ)=
12
q

+
λ

2q √
λ

2−
4
q
→

1
q−

1
for

λ
→
q+

1

22.årgang,nr.3
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K
uratow

skis
afslutnings-

og
kom

plem
entopgave

Tager
viafslutningen

afden
sidste,ser

viat

a
ca
ca
ca
A

=
a
ca
ca
ca(ccA

)
=
a
ca
ca
ca
c(cA

)
=
a
ca
c(cA

)
=
a
ca(cc)A

=
a
ca
A
.

V
i
ser

altså
at

vi
højst

kan
opnå

14
forskellige

m
æ
ngder.

D
et-

te
leder

dog
hurtigt

tilet
nyt

spørgsm
ål:Findes

der
overhovedet

så
m
æ
rkelige

topologiske
rum

hvor
det

kan
lade

sig
gøre

at
kon-

struere
14

forskellige
m
æ
ngder

på
denne

m
åde,og

hvor
syret

en
m
æ
ngde

skalm
an

starte
m
ed?

D
eterheldigvisikke

sæ
rlig

svæ
rtatfinde

ettopologisk
rum

og
en

m
æ
ngde

m
ed

de
ønskede

egenskaber.Faktisk
kan

vifinde
en

delm
æ
ngde

afde
reelle

talder
har

den
ønskede

egenskab
og

det
er

selv
om

de
reelle

taler
udstyret

m
ed

den
euklidiske

topologi!
M
æ
ngden

behøver
faktisk

heller
ikke

engang
væ

re
specielt

grim
eller

besvæ
rlig

at
skrive

op,f.eks.virker
følgende:

(0,1)∪
(1,2)∪

{3}∪
([4,5]∩

Q
).

D
et

overlades
som

en
opgave

tillæ
seren

at
vise

denne
m
æ
ngde

rent
faktisk

giver
anledning

til14
forskellige

m
æ
ngder

ved
at

be-
nytte

ovenstående.
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En

ce
nt
ra
lg

ræ
ns
ev
æ
rd
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tn
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g
fo
r
de
n
fri

gr
up

pe

så
vi

ka
n
sk
riv

e

f µ
n
(η

(n
)s

)=
( a

+
[n

](
r +

[n
])n

+
a
−

[n
](
r −

[n
])n
)

(2
7)

D
e
re
le
va
nt
e
gr
æ
ns
eo
ve
rg
an

ge
er

η
(n

)t
→

0
n
→
∞

λ
(ε

)
→

q
+

1
ε
→

0
(r

+
(λ

),
r −

(λ
))
→

(1
,q
−

1 )
λ
→
q

+
1

(a
+

(λ
),
a
−

(λ
))
→

(1
,0

)
λ
→
q

+
1

O
ve
ns
tå
en
de

gi
ve
rs

pe
ci
el
t|
r −

[n
]|
≤

0.
9|
r +

[n
]|
fo
rn

til
st
ræ

kk
el
ig
t

st
or
,s

å
vi

ha
r

(r
−

[n
])n

=
o

[(r
+

[n
])n

]f
or
n
→
∞
.

Fo
r
sa
m
m
e
gr
æ
ns
eo
ve
rg
an

g
ha

r
vi
a

+
[n

]→
1,
a
−

[n
]→

0,
så

(2
7)

bl
iv
er

as
ym

pt
ot
isk

:

f µ
n
(η

(n
)t

)
∼

(r
+

[n
])n

=
(r

+
{η

(n
)t
})
n

(2
8)

fo
r
n
→
∞
.
Be

m
æ
rk

lig
he
de
n

af
(r

+
[n

])n
m
ed

ud
tr
yk

ke
t

(1
+

c/
n

)n
,s

om
op

fy
ld
er

(1
+
c/
n

)n
→
ec

fo
r

n
→
∞

Li
gn

in
g
30

ne
de
nf
or

ge
ne
ra
lis
er
er

de
tt
ef
or

at
fin

de
lim

n
→
∞

(r
+

[n
])n

:

Le
m
m
a
11

Fo
re

n
di
ffe

re
nt
ia
be
lf
un

kt
io
n
g
de
fin

er
et

på
(0
,δ

)m
ed

g
(x

)→
1
og
g
′ (x

)→
∂

0
fo
r
x
→

0
gæ

ld
er
,a

t

g
(x

)1 x
→
e∂

0
x
→

0
(2
9)

Sp
ec
ie
lt
få
r
vi

ve
d
va
lg
et
x

=
1/
n
,a

t

g
(1
/n

)n
→
e∂

0
n
→
∞

(3
0)

Fa
m

øs
m
ar
ts

20
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Si
de

9
Sæ

tn
in
ge
n

9

M
3-
N

5
sæ

tn
in
ge
n

–
Et

dy
k
ne
d
ig

itt
er
te
or
ie
n

D
an

Sa
at
tr
up

N
ie
lse

n

Id
en
ne

ar
tik

el
vi
ld

et
vi
se

sig
,h

vo
rd
an

gi
tr
e
ka

n
kl
as
sifi

ce
re
ss

om
ik
ke
-d
ist

rib
ut
iv
e
ud

fra
gi
tt
er
di
ag
ra
m
m
et

al
en
e,

et
fa
sc
in
er
en
de

re
su
lta

t
fu
nd

et
af

Bi
rk
ho

ff
[3
].

D
et

vi
se
r
sig

,
at

m
an

bl
ot

sk
al

tje
kk

e,
om

et
af

de
to

ne
de
ns
tå
en
de

gi
tr
eM

3
el
le
rN

5
ka

n
in
dl
ej
re
s

id
et

på
gæ

ld
en
de

gi
tt
er
.

◦ ◦
◦

◦

◦ M
3

a
b

c

◦
◦ ◦

◦

◦ N
5

ab
c

T
il
at

vi
se

de
tt
e,

sk
al

de
r
fø
rs
t
br
ug

es
et

le
m
m
a
om

kr
in
g
m
o-

du
læ
re

gi
tr
e:

Le
m
m
a
1

Et
gi
tte

rL
er

ik
ke
-m

od
ul
æ
rt
,h

vi
so

g
ku
n
hv
is
de
rfi

nd
es

et
de
lg
itt
er

S
≤

L
m
ed

N
5
∼ =

S.

Be
vi
s.
′ ⇐
′ :
IN

5
se
s
de
t,
hv

or
a
,b
,c

er
de
fin

er
et

ift
.r
el
at
io
ne
rn
e

an
gi
ve
t
io

ve
ns
tå
en
de

ha
ss
ed
ia
gr
am

,a
t
a
≤
b,

m
en

a
∨

(b
∧
c)
6=

b
∧

(a
∨
c)
,s

om
m
ed
fø
re
r
at

N
5
er

ik
ke
-m

od
ul
æ
rt
.D

er
m
ed

vi
le

t
gi
tt
er
,m

ed
et

de
lg
itt

er
iso

m
or
ft
til

N
5,
he
lle

ri
kk

ev
æ
re

m
od

ul
æ
rt
.

′ ⇒
′ :
A
nt
ag

at
L

ik
ke

er
m
od

ul
æ
r.

Så
vi
ld

er
fin

de
s
a
,b
,c
∈
L
,

so
m

op
fy
ld
er
a
≤
b,
m
en
a
∨(
b∧
c)
<
b∧

(a
∨c

).
La

d
a

1
:=

a
∨(
b∧
c)
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vilviderfor
søge

η
blandt

funktioner
m
ed

η(x)→
0
for

x
→
∞
.

K
orollar10

giveren
procedure

foratudregne
f
µ

n (ε=
η(n)t).Be-

m
æ
rk,at

r±
og

a±
idette

udtryk
afhæ

nger
af
n,og

at
vivæ

lger
vores

variable
iræ

kkefølgen:

n
⇒

ε=
η(n)t

⇒
λ(ε)

⇒
r±

⇒
a±

V
i
vil

nu
undersøge,

hvordan
hvert

led
i
kæ

den
opfører

sig
for

n
→
∞

og
fastholdt

t.D
a
η(n)→

0,vil
ε=

η(n)t−−−→
n→
∞

eforalle
t,og

for
ε→

e
har

vi

λ(ε)=
2
m∑j=

1 cos(ε)→
2m

=
q+

1

K
orollar

10
specificerer

ikke,hvilken
rod

navngives
r+

og
hvilken

er
r− .R

ødderne
i
qu

2−
λ
u

+
1
er{1,q −

1}
for

λ
=
q+

1,så
vikan

navngive
rødderne

r+ (λ)
og

r− (λ)
for

hvert
λ,sådan

at:

r+ (λ)→
1

r− (λ)→
q −

1
for

λ
→
q+

1
(26)

M
ere

præ
cistbrugervirodform

len
og

skriver
r± (λ)=

λ± √
λ

2−
4
q

2
q

.
V
idefinererfunktionerne

a
+
,a−

afen
variabel

λ
ved

form
len

(24),
hvorvilader

r+
,r−

betegne
de

netop
om

talte
funktioneraf

λ.D
a

r+ (λ)→
1,r− (λ)→

q −
1
konvergerer

koeffi
cienterne:

a
+ (λ)→

1
a− (λ)→

0
for

λ
→
q+

1

D
a
λ
vilafhæ

nge
af
ε=

η(n)t,indfører
viflg.notation:

N
otation

3r±
{ε}

=
r±
◦
λ(ε)

r± [n]=
r±
{η(n)t}

a± [n]=
a±
◦
λ(η(n)s)
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3 -N
5
sæ
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b1

:=
b∧

(a∨
c).D

a
gæ

lder:

c∧
b1

=
c∧

(b∧
(a∨

c))=
c∧

(c∨
a))∧

b=
c∧

b

c∨
a

1
=
c∨

(a∨
(b∧

c))=
(c∨

(c∧
b))∨

a
=
c∨

a

D
a
c∧
b≤

a∨
(b∧

c)=
a

1 ≤
b1 gæ

lderat
c∧
b≤

c∧
a

1 ≤
c∧
b1

=
c∧

b,som
betyder

at
c∧

a
1

=
c∧

b1
=
c∧

b.A
nalogt

gæ
lder

at
c∨

b1
=
c∨

a
1

=
c∨

a.D
et

ses
nu,at

dette
netop

beskriver
et

gitter,isom
orfttilN

5 ,bestående
af
c,
a

1 ,
b1 ,

c∧
a

1
og

c∨
a

1 .

Sæ
tningen

kan
da

form
uleres

som
:

Sæ
tning

2
(M

3 -N
5

sætningen)
Et

gitter
L

er
ikke-distributivt,

hvis
og

kun
hvis

der
findes

etdelgitter
S
≤

L,m
ed

enten
M

3 ∼=
S

eller
N

5 ∼=
S.

Bevis.
′⇐
′:D

a
dethverken

forM
3 ellerN

5 gæ
lderat

a∨
(b∧

c)=
(a∨

b)∧
(a∨

c),erbeggeikke-distributiveog
m
ed

sam
m
eargum

ent
som

ibeviset
for

Lem
m
a
1
følger

det,at
L

er
et

ikke-distributivt
gitter.

′⇒
′:A

ntag
at

L
er

ikke-distributivt.A
ntag

endvidere,at
L

er
ikke-m

odulæ
rt.Per

Lem
m
a
1
kan

N
5
da

indlejres
iL,og

vier
fæ

rdige.A
ntag

nu,at
L

er
m
odulæ

rt.Ved
ikke-distributiviteten

findeselem
enter

a
,b,c∈

L,som
opfylder(a∧

b)∨(a∧
c)
<
a∧(b∨

c).
D
efinér

nu:

d
:=

(a∧
b)∨

(a∧
c)∨

(b∧
c)

e
:=

(a∨
b)∧

(a∨
c)∧

(b∨
c)

a
1

:=
(a∧

e)∨
d

b1
:=

(b∧
e)∨

d

c1
:=

(c∧
e)∨

d
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Be
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s.
χ
ε
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m
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at
iv
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å
vi
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r

[T
1(
χ
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](
γ

)=

 
∑

w
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)=

1
χ
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 
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)
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ε)
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ra
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∑
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∑

d
(v
,w

)=
1
rd

(o
,w

)

=
qr
d
(o
,v

)+
1

+
rd

(o
,v

)−
1

=
(q
r

+
r−

1 )e
xp

r
(v

),
(1
5)

da
v
ha

r
q
na

bo
er
w
,
så

d
(o
,w

)
=
d
(o
,v

)+
1,

og
én

na
bo

,
så

d
(o
,w

)=
d
(o
,w

)−
1.

U
dr
eg
ne
t
io

få
r
vi
:

[T
1

(e
xp

r
)]

(o
)=

∑

d
(o
,w

)=
1
rd

(o
,w

)

=
(q

+
1)
r

(1
6)

H
vi
s
r
op

fy
ld
er
λ

=
qr

+
r−

1 ,
vi
l
tr
an

sfo
rm

at
io
ne
n

T
1
sk
al
er
e

ex
p r

m
ed

fa
kt
or
en

λ
ia

lle
pu

nk
te
r
v
6=

o.
Fo

r
at

ha
ve

en
sfæ

ris
k

fu
nk

tio
n
m
an

gl
er

vi
ku

n,
at

fu
nk

tio
ne
n
og
så

sk
al
er
es

m
ed

λ
io

.
Li
gn

in
ge
n
λ

=
qr

+
r−

1
er

æ
kv

iv
al
en
t
m
ed

qr
2
−
λ
r

+
1

=
0.

V
i

sk
riv

er
{r

+
,r
−
}
fo
r
m
æ
ng

de
n
af

rø
dd

er
iq
u

2
−
λ
u

+
1,

så
le
de
s

at
[T

1(
ex

p r
±

)](
v
)=

λ
v
fo
r
v
6=

o.
V
ifi

nd
er

de
n
sfæ

ris
ke

fu
nk

tio
n

so
m

en
lin

ea
rk
om

bi
na

tio
n

σ
=
a

+
ex

p r
+

+
a
−

ex
p r
−

(1
7)

Fa
m

øs
m
ar
ts
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og
T
ho
r
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am
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B
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Lø
sn
in
g
af

ek
st
ra
op

ga
ve
n
ve
d
T
ho
r

A
fo

pl
ys
ni
ng

er
ne

fre
m
ko
m
m
er

fø
lg
en
de

lig
ni
ng

er
,h

vo
rb

er
an

ta
l-

le
t
af

ba
na

ne
r
til

st
ar
t,

og
x
i,
i

=
1,
..
.,

5
er

an
ta
lle

t
af

ba
na

ne
r,

so
m

ab
e
nr

i
læ
gg
er

til
sid

e,
og

x
6
er

an
ta
lle

t
af

ba
na

ne
r,

so
m

hv
er

ab
e
få
r
til

slu
t:

b
=

5x
1

+
1

b
=

5x
2

+
x

1
+

2
b

=
5x

3
+
x

2
+
x

1
+

3
b

=
5x

4
+
x

3
+
x

2
+
x

1
+

4
b

=
5x

5
+
x

4
+
x

3
+
x

2
+
x

1
+

5
b

=
5x

6
+
x

5
+
x

4
+
x

3
+
x

2
+
x

1
+

6

D
et

gi
ve
r
an

le
dn

in
g
til

at
sk
riv

e
lig

ni
ng

ss
ys
te
m
et

op
på

m
at
rix

-
fo
rm

ef
te
r
at

ha
ve

ry
kk

et
lid

t
ru
nd

t:

             

1
−

5
0

0
0

0
0

1

1
−

1
−

5
0

0
0

0
2

1
−

1
−

1
−

5
0

0
0

3

1
−

1
−

1
−

1
−

5
0

0
4

1
−

1
−

1
−

1
−

1
−

5
0

5

1
−

1
−

1
−

1
−

1
−

1
−

5
6

             
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vilT
n
skalere

φ
og

σ
m
ed

sam
m
e
faktor

P
n (λ).V

iopsum
m
erer

inedenstående
sæ

tning
og

begynder
derefter

søgningen
efter

en
egenfunktion

σ,som
tillader

os
at

udregne
faktoren

P
n (λ).

K
orollar

6
For

φ
∈
C
v
er
t(X

)gæ
lder:

T
1 (φ)=

λ
φ

=⇒
T
n (φ)=

P
n (λ)φ

∀
n
∈
N

0
(13)

Sfæ
riske

funktioner
G
ivet

λ
∈

C
søger

vi
en

egenfunktion
σ

for
T

1
svarende

til
egenvæ

rdien
λ,

som
tillader

os
at

udregne
P
n (λ).

Ved
ovenstå-

ende
korollar

kan
vi

skrive
T
n (σ)

=
P
n (λ)σ.

Specielt
gæ

lder
[T
n (σ)](o)

=
P
n (λ)σ(o).

K
ræ

ver
vi

yderm
ere

σ(o)
=

1,
bliver

foregående
ligning

P
n (λ)=

[T
n (σ)](o)=

∑

d(o,w
)=
n

σ(w
)

A
ntag,at

σ
errotationsinvariantom

o,dvs.vikan
skrive

σ(w
)=

s(d(o,w
)).Så

bliver
alle

led
ens

iovenstående
sum

,så
vifår

P
n (λ)=

#
(C

n (o))
s(n)

for
n
∈
N

(14)

hvor
C
n (v)

=
{w
∈
v
ert(X

)|d(v
,w

)=
n}.

V
i
er

interesserede
i

funktioner
σ,deropfylderovenstående

betingelser.I[T
W

03]kal-
des

sådanne
funktioner

sfæ
riske:

D
efinition

7
([TW

03])
Lad

λ
∈
C
.Funktionen

σ
:Γ
→

C
kaldes

en
sfæ

risk
funktion

svarende
til
λ,hvis

den
opfylder:

1.
σ
er

invariant
ved

rotation
om

o

22.årgang,nr.3
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A
befest

D
enne

m
atrix

kan
ved

ræ
kkeoperationer

om
dannes

til:


1
0

0
0

0
0
−

15625
1024

11529
1024

0
1

0
0

0
0
−

3125
1024

2101
1024

0
0

1
0

0
0
−

625
256

369
256

0
0

0
1

0
0
−

125
64

6164

0
0

0
0

1
0
−

2516
916

0
0

0
0

0
1
−

5/4
1
/4



A
fden

øverste
ræ

kke
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vialtså:

b=
11529
1024

+
15625
1024

x
6

Siden
både

b
og

x
6
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re
heltal,skalder

gæ
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11529
+

15625
x

6 ≡
0

m
od

1024
,
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265
+

265
x

6
=

265(x
6 +

1)≡
0

m
od

1024

V
ikan

faktorisere
265

og
1024

for
at

se,om
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har
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fæ
l-

les
prim

faktorer,for
at
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x
6

+
1
kan

væ
re

m
indre
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1024.D

a
265

=
5
·53

og
1024

=
2 10,har

de
ikke

nogen
fæ

lles
prim

faktorer,så
der

m
å
gæ

lde,at:

x
6 +

1
≡

0
m

od
1024

,
hvorved

x
6 ≡

1023
m

od
1024

.

1023
eraltså

m
indste

heltallige
bud

2
på

x
6 ,og

sæ
ttervidette

ind
får

vi:
2V

i
ved

endnu
ikke,

om
denne

væ
rdi

for
x

6
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væ
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for
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x
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ce
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lg

ræ
ns
ev
æ
rd
isæ

tn
in
g
fo
r
de
n
fri

gr
up

pe

so
m

gi
ve
r
os

de
t
re
ku

rs
iv
e
ud

tr
yk

T
n

+
1

=
T

1
◦T

n
−
q

T
n
−

1
fo
r

n
≥

2
(1
0)

V
i
ha

r
nu

et
ab

le
re
t
in
du

kt
io
ns
sk
rid

te
t.

V
i
st
ar
te
r
in
du

kt
io
ne
n

m
ed

n
=

1,
2.

T
2
fin

de
s
ud

fra
T

2 1
=

T
1
◦T

1
an

al
og
t
til

(9
),

m
en

nu
er
n

=
1,

så
til
fæ

ld
et
d
(v
,w

)=
n
−

1
sv
ar
er

til
v

=
w
,o

g
al
le
q

+
1
na

bo
kn

ud
er
v
′
til

v
op

fy
ld
er
d
(v
,v
′ )

=
1,
d
(v
′ ,
w

)
=
n
.

D
et
te

gi
ve
r:

T
1
◦T

1
=

T
2

+
(q

+
1)

T
0

(1
1)

dv
s.

T
2

=
T

2 1
−

(q
+

1)
T

0 1
(1
2)

og
vi

ka
n
st
ar
te

in
du

kt
io
ne
n.

N
ot
at
io
n
2

V
ii
nd

fø
re
r
po

ly
no

m
ie
rn
e
P

0,
P

1,
..
.
ve
d

P
n
(F

):
=

n ∑ j=
0
cj n
F
j

Så
le
de
sa

tT
n

=
P
n
(T

1)
.B

em
æ
rk

at
F

ka
n
væ

re
en

op
er
at
or

el
le
r

et
ta
li

C
.

En
hv

er
eg
en
fu
nk

tio
n
φ
fo
r

T
1
sv
ar
en
de

til
eg
en
væ

rd
ie
n
λ
op

-
fy
ld
er
,a

t

T
n
(φ

)=
n ∑ j=

0
cj n

T
j 1(
φ

)=
n ∑ j=

0
cj n
λ
j
φ

=
P
n
(λ

)φ

D
et
te

gi
ve
r
os

et
re
ds
ka

b
til

at
fo
rs
tå

T
n
fo
r
en

fu
nk

tio
n
φ
m
ed

T
1
φ

=
λ
φ
:V

is
ka

lb
lo
t
fo
rs
tå

T
n
fo
r
en

vi
lk
år
lig

eg
en
fu
nk

tio
n

σ
∈

C
v
er
t(
X

)
sv
ar
en
de

til
sa
m
m
e
eg
en
væ

rd
i

T
1
σ

=
λ
σ
,
fo
r
da
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m
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m
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T
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r
K
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n
B
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p
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b
=

11
52

9
10

24
+

15
62

5·
10

23
10

24
=

15
62

1
x

1
=

15
62

1−
1

5
=

31
24

x
2

=
15

62
1−

2−
31

24
5

=
24

99
x

3
=

15
62

1−
3−

31
24
−

24
99

5
=

19
99

x
4

=
15

62
1−

4−
31

24
−

24
99
−

19
99

5
=

15
99

x
5

=
15

62
1−

5−
31

24
−

24
99
−

19
99
−

15
99

5
=

12
79

A
lle

bu
nk

er
ne

er
al
ts
å
he
lta

l.
D
er
m
ed

m
å
b

=
15

62
1
væ

re
de
t

m
in
ds
te

an
ta
lb

an
an

er
,d

er
va
r
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st
ar
t.

D
er

er
no
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e
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er
,s
om

få
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år
d
m
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e
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ge
n
(m
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n
m
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n
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t
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t
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Lem
m
a
5

([VN94])
G
ivet

n
∈
N

0
findes

koeffi
cienter

c 1n
,...,c

nn
∈

Z
så

T
n

=
n
∑j=

0
c
jn T

j1

Bevis.
Påstanden

gæ
lder

for
T

0
=

T
01
og

for
T

1 .
V
i
finder

et
rekursivt

udtryk
for

T
n+

1
ud

fra
T
n−

1
og

T
n
og

viser
lem

m
aet

ved
induktion.Lad

os
først

betragte
sam

m
ensæ

tningen
T

1 ◦T
n .

[T
1 ◦T

n (φ)](v)=
∑

d(v
,v ′)=

1 [T
n (φ)](v ′)

=
∑

d(v
,v ′)=

1 
∑

d(v ′,w
)=
n

φ(w
) 

=
∑

d(v
,v ′)=

1
d(v ′,w

)=
n

φ(w
)

V
ievaluerer

den
sidste

sum
m
ed

antagelsen
n
≥

2:K
ald

en
sti

fra
v
til

w
for

en
geodæ

t,hvis
den

har
m
inim

allæ
ngde

blandt
sådanne

stier.D
a
X

er
et

træ
,er

geodæ
ten

fra
v
til
w

entydig.
d(v

,w
)erenten

n
+

1
eller

n−
1
–
hvisikke

w
liggerpå

geodæ
ten

fra
v
til
v ′,harvi

d(v
,w

)=
d(v

,v ′)+
d(v ′,w

)=
n+

1;hvisden
gør,

har
vi
d(v

,w
)=

d(v
,v ′)−

d(v ′,w
)=

n
−

1.H
vis

d(v
,w

)=
n

+
1,

findes
netop

ét
valg

af
v ′i

ovenstående
sum

,
nem

lig
hvor

v ′er
den

første
knude

efter
v
på

geodæ
ten

fra
v
til

w
.H

vis
derim

od
d(v

,w
)=

n
−

1,løber
v ′gennem

de
q
naboknuder

til
v,som

ikke
ligger

på
geodæ

ten
m
ellem

v
og

w
.V

ifår
altså:

∑

d(v
,v ′)=

1
d(v ′,w

)=
n

φ(w
)=

∑
φ(w

)
d(v

,w
)=
n+

1 +
q
∑

φ(w
)

d(v
,w

)=
n−

1
for

n
≥

2
(8)

V
ihar

derfor
relationen

T
1 ◦T

n
=

T
n+

1 +
qT

n−
1

for
n
≥

2
(9)

22.årgang,nr.3
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K
un

tal

Præ
m
ieopgave

–
nu

m
ed

et
tw

ist!
Jingyu

She

B
lokkens

præ
m
ieopgave

(22.årgang
nr.3)

a)
Find

alle
x
,
y
∈
R
,der

opfylder
x

3+
y

3
=
x

2+
y

2.
b)

For
vilkårlige

x
,
y
>

0
defineres

s
=

m
in(x

,y
,

1x
+

1y ).Find
m

ax(s).

D
et

sæ
dvanlige

gavekort
tilG

am
es

udloddes
nu

m
ed

et
stoka-

stisk
præ

m
iebeløb

3.

B
lokkens

ekstraopgave
(22.årgang

nr.3)

D
efiner

funktionen:

f
:
x
7→
b2xc+

b4xc+
b6xc+

b8
xc,

x
∈
R

H
vor

m
ange

afde
første

100
naturlige

talkan
udtrykkes

på
denne

form
? 4.

Vores
postkasse

famos@math.ku.dk
holder

døgnåbent
til
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m
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3.m
aj.

3B
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g
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fri

gr
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så
χ
ε
er

en
eg
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fu
nk

tio
n
sv
ar
en
de

til
eg
en
væ

rd
ie
n
∑
w
l(
δ
)=

1
χ
ε(
δ)
.

V
iv

il
br
ug

e
de
nn

e
eg
en
sk
ab

ve
d
χ
ε
til

at
su
m
m
er
e
de
n
ov
er

en
"c
irk
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m
ed

ra
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n
"
so
m

iu
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kk
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(4
)
fo
r
de
n
ka

ra
kt
er
ist

isk
e

fu
nk

tio
n.

Sc
en
ar
ie
te

ra
lts

å
fø
lg
en
de
:L

ad
X

væ
re

et
q

+
1-
re
gu

læ
rt

tr
æ
,o

g
la
d
op

er
at
or
en

T
1
væ

re
gi
ve
ts

om
ov
en
fo
r.
G
iv
et

en
eg
en
fu
nk

tio
n

φ
fo
r

T
1
øn

sk
er

vi
at

ud
re
gn

e ∑

d
(o
,w

)=
n

φ
(w

)
(6
)

Su
m
m
en

(6
)
sp
ec
ia
lis
er
er

til
(4
),

nå
r
vi

la
de
r
X

væ
re

C
ay
le
y-

gr
af
en

fo
r

Γ,
så

v
er
t(
X

)
=

Γ,
og

vi
væ

lg
er

φ
(γ

)
=

χ
ε(
γ

)
=

ex
p

(i
ε
·L

og
(γ

))
.

In
te
gr
al
op

er
at
or
er

V
ig

en
er
al
ise

re
r

T
1
m
ed

fø
lg
en
de

fa
m
ili
e
af

op
er
at
or
er
:

D
efi
ni
tio

n
4

([V
N9

4]
)
Fo

r
n

=
0,

1,
..
.
de
fin

er
er

vi
op

er
at
or
en

T
n

:C
v
er
t(
X

)
→

C
v
er
t(
X

)
ve
d:

[T
n
(φ

)]
(v

):
=

∑

d
(v
,w

)=
n

φ
(w

)
fo
r

φ
:v
er
t(
X

)→
C

(7
)

V
iv

il
vi
se
,a

t
en
hv

er
fu
nk

tio
n
φ
m
ed

T
1(
φ

)=
λ
φ
er

eg
en
fu
nk

-
tio

n
fo
ra

lle
op

er
at
or
er
ne

T
n
.D

en
ne

eg
en
sk
ab

til
la
de
ro

sa
tfi

nd
e

de
n
øn

sk
ed
e
su
m ∑

d
(o
,w

)=
n

φ
(w

)=
[T
n
(φ

)]
(o

)=
λ
n
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−
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=
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→
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