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En central graensevaerdisaetning
for den fri gruppe

Nilin Abrahamsen

Denne artikel giver en forenklet ud-
gave af en central graenseveerdisset-
ning [PRO5] af Petridis og Risager for
den fri gruppe pa m > 2 frembringere.

Forestil dig, at du sidder pa din cykel ved vejkrydset (0,0) i byen
Z2. Hvert punkt (z1,72) € Z? er et vejkryds, og fra hvert (z1,z2)
gar en 1 km lang vej til hvert af de fire kryds (z1 &+ 1,22) og
(21,22 £1). Du vil nu kgre en tur rundt i Z2, og ved hvert kryds
veelger du tilfeeldigt, om du vil fortssette mod hgjre, venstre eller
ligeud. Ingen u-vendinger er tilladt!

Hvor mon du ender efter en sadan tilfeeldig tur?

o

(0,0)
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Bemsrk, at valgene af retning veek fra forste, andet, tredje osv.
kryds pa ruten ikke er indbyrdes uafhasengige: F.eks. kan du ikke
kore mod gst og derpa mod vest ved det folgende kryds.'°
Med en smule omhu kan man udforme en algoritme, som lader en
computer udregne sandsynligheden for at ende i et givet punkt
efter n kilometer. Det kreever dog, at n ikke er for stor. Vi kan
visualisere sandsynligheden for at ende et givet sted efter 20km:

Figur 1 (teethed for) sandsynlighedsfordelingen for din position i
72 efter at have kort 20km tilfaeldigt rundt.

Men hov, sikke en fin klokkeform! Har dette noget at gore med
normalfordelingen?
Vi viser i denne artikel, at endepunkterne for de beskrevne ruter
er asymptotisk normalfordelte, nar ruternes leengder gar mod oo.

Lad os navngive hver mulig (endelig) rute fra (0,0) i Z2. Vi skriver

a1 for retningen gst og as for nord. Vest og syd er hhv. afl og a;l.

Vi lader et ord af bogstaver fra alfabetet {a1, as, al_l, ay 1} svare

10Pga. denne afhzengighed kan vi ikke anvende den klassiske centrale graen-
seveerdiseetning. Man kunne dog se cykelturen som en Markovproces, hvor vi
nyder godt af en "asymptotisk uafthengighed". Se [ILK71]
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til folgende rute: Begynd i punktet (0,0) og lees ordet igennem fra
venstre — for hvert bogstav i ordet kegrer vi leengden 1 i retnin-
gen angivet af bogstavet. Bemeerk, at forbuddet mod u-vendinger
forhindrer ord, hvor a; og aj_l stgder op til hinanden (j = 1,2).
Mengden af sddanne ord, hvor formationen ajaj_1 og aj_laj ikke
optraeder, kan pafgres en gruppestruktur og kaldes den fri gruppe
pa 2 frembringere, som vi nu skal se:

Den fri gruppe I' = F(ay,...,ay)

Mere generelt kan vi, for m € N, konstruere den fri gruppe
F(ay,...,an) pa m frembringere som maengden af ord besté-
ende af bogstaverne aq,...,a,, og al_l,...,a;Ll, hvor a; og aj_l
ikke stgder op til hinanden for j = 1,...,m. Produktet wiws €
F(ay,...,an) af elementerne wy,we € F(ay,...,am) i gruppen
er givet som det ord, der fremkommer ved at skrive ordet wy til
venstre for wy og herefter fjerne alle par ajaj_1 og aj_laj i det
resulterende ord. Det tomme ord ¢ € F(ay,...,an) er neutral-
elementet, og det inverse element til et ord fremkommer ved at
skrive bogstaverne i omvendt rackkefglge og bytte a; og a;l ud
med hhv. a;l og aj.

Vi vil betragte problemet for m > 2. Lad derfor m € {2,3,4...}
veere givet. Vi indfgrer betegnelsen I' = F'(ay, .. ., a,) for den fri

gruppe pa m frembringere.

Endepunktet for en rute

Vi kan definere en homomorfi fra I' = F(ay, ..., an) til den addi-
tive gruppe R™ ved

Log:aj+—e; for j=1,...,m, (1)
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-1 -1_-1
Y= 0102010109 Gy Og

a2

hvor e; er den j’te enhedsvektor i R™. Som fgr beskrevet betegner
hvert ord i I' en rute i Z™, hvor det k’te bogstav angiver retnin-
gen fra det k’te punkt pa ruten. Den j’te koordinat af Log(~) er
lig med antallet af gange, a; optraeder, minus antallet af gange,
aj_l optraeder i ordet . Men dette er netop j’te koordinat for
slutpunktet af ruten, hvis den begynder i (0,...,0). Log(vy) er
hermed den vektor, som beskriver slutpunktet for ruten svarende
til .

Vi betegner meengden af elementer i I' med ordleengde n ved

Iy :={y eTlwl(y) =n}

svarende til ruter af leengde n. Vi lader Y,, veere en ligefordelt sto-
kastisk variabel pa I', C I', dvs. at Y}, repraesenterer en tilfeeldig
rute af leengde n. Det vises, at fordelingerne af de transformerede
variable Log(Y,)/v/n konvergerer svagt mod normalfordelingen
pa R™ med variansmatrice X = ﬁ] , hvilket vil sige:

22. argang, nr. 3



En central graensevardisaetning for den fri gruppe

Satning 1 (forenklet variant af [PR05], Petridis og Risager) Lad Y,
veere ligefordelt pa T'y,. For enhver Borelmengde B C R™, hvor
Lebesque-malet af OB er 0, gelder

r/2
P (Log(m € B) (m_ 1) / / o~ 2tz g
\/ﬁ n—00 27 B

Her kan venstresiden skrives
Log(v)
€B T
N #ln

Log(Yn) >

p(=%8Un) o p) = T,
() =#{re

(#S betegner antallet af elementer i S, mens P(U) star for sand-

synligheden af udfaldet U.)

Ovenstaende er en forenklet udgave af en saetning [PRO5] af
Petridis og Risager, som teeller cyklisk reducerede gruppeelemen-
ter i den fri gruppe ved at arbejde med Iharas Zetafunktion. En
lignende saetning vises ogsa i [Riv10].

Vi gar nu i gang med at bevise seetning 1. Uden at afbryde sam-
menhaengen kan man dog springe frem til side 47 for at se en
anvendelse af ssetningen.

Strategi

Vi vil forstd fordelingen v af en stokastisk variabel X igennem
dens karakteristiske funktion [Bil95] f, : R™ — C, defineret ved:

fo(t) = E[exp(it - X)] (2)

hvor Eexp(it - X) betegner middelveerdien af variablen E exp(it -
X). Vi kalder ogsa f, for den karakteristiske funktion for X.

Vi vil vise vores konvergensresultat vha. Lévys konvergenssaet-
ning, som behandles i [Bil95, s. 383]:
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Saxtning 2 (Lévy) En folge vy, af fordelinger konvergerer svagt
mod en fordeling v, netop hvis de karakteristiske funktioner f,,
konvergerer punktvis mod den karakteristiske funktion f,.

Definition 3 At fordelingerne v, for stokastiske variable X,, kon-
vergerer svagt mod v betyder per definition, at P(X,, € B) —
v(B),n — oo for Borelmeengder B, hvor 0B har Lebesgue-mal 0.

Vi haber pa at kunne normalisere fordelingerne pu,, af Log(Y},)
med en funktion n : N — C, séledes at fordelingerne v, for
n(n) Log(Y;,) konvergerer for n — oco. Vi kan skrive den karakte-
ristiske funktion f,, som

fu.(t) = Elexp(it-n(n)Log(Yn))] = fu.(n(n)?)

Konvergensen af de normaliserede fordelinger vil fglge, hvis f, (t)
konvergerer punktvis mod den karakteristiske funktion for en for-
deling v:

fon(®) = fun(n(0)t) —— fu(t) Vt € R™

Vi gnsker altsa at forsta de karakteristiske funktioner f,, (e) for
fordelingerne af Log(Y},), sa vi kan substituere € = n(n)t.

Da Y,, er ligefordelt pa I, giver (2) den karakteristiske funktion
for Log(Y,,) som

1

Fin 1) = Elexplit - Log(¥,)] = -

exp(it - Log(7y)) (3)
ISR

Vi vil udregne ovenstaende, sa vi kan vise konvergensen af f,, (t) =
fun(t/y/n) for n — oo. Det vil folge, at fordelingerne v, af folgen
Log(Y;,)//n konvergerer svagt mod en normalfordeling.
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Spektralteori pa et trae

Lad Y;, vaere ligefordelt pa I';, = {y € I'|wi(y) = n}. Den karak-
teristiske funktion f,, for Log(Y;) bestemmes ud fra summen

#(Tn) fu(€) = > exp(ie-Log(7)) (4)

Dette og folgende afsnit om g + 1-regulaere tracer er en forenk-
let variant af idéer fra [VN94], hvor tilsvarende metoder bruges
til blandt andet at give en formel for Iharas Zetafunktion.

Vi indfgrer Cayley-grafen X (I",S) for I': Vi har defineret I" som
den fri gruppe pa de m bogstaver i meengden A = {aj,...,am}.
Lad meengden af knuder i X(T',S) veere T', og lad hver knude
~v € T" veere forbundet til de 2m knuder pa formen ~d, hvor § €
S:={a1,...,am,a;’,...,a;'}. X (I, S) er et trae, dvs. grafen har
ingen cykler eller lgkker, og vi vil kalde neutralelementet ¢ € T’

for traeets rod. Generelt vil vi lade o betegne roden i et tree.

+—

Figur 2 Cayley-grafen for den fri gruppe I' = F'(a1, az2) pa 2 frem-
bringere
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Vi vil opbygge den fglgende teori for et ¢ 4+ 1-reguleert tree X,
dvs. et tree, hvor praecis ¢ + 1 kanter er forbundet til hver knu-
de. Maengden af knuder i X betegnes vert(X). Forskellen fra at
arbejde direkte pa I er, at vi ikke begrasenser os til at ¢ + 1 er
lige. Givet v,w € wvert(X) skriver vi d(v,w) for den geodaetiske
afstand mellem v og w, dvs. leengden pa den korteste sti fra v til
w.

Vi skriver x.(v) := exp (i€ - Log(7)). xe er en karaktér pa I', dvs.
en gruppehomomorfi I' — {z € C||z| = 1}:

Xe(wlwgl) = exp(ie - Log(wlwgl))

= exp(ie - Log(w;) — i€ - Log(ws)) = Xe(wl)xg(wg)*l
Vi indfgrer fglgende notation:

Notation 1 Lad C*"*X) vaere rummet af funktioner vert(X) —
C.

Vi definerer nabooperatoren Ty : CY¢"(X) — Cvert(X)  der sen-
der en funktion ¢ : vert(X) — C til T ¢ : vert(X) — C givet
ved

Tig:v— Y ow)

d(v,w)=1

Vi bemszerker, at . er en egenfunktion for T;. Der geelder nemlig,
at

[T1 x| (v) = Z Xe(76)

wl(6)=1
= Z Xe(7)xe(0) = ( Z X€(5)) Xe(7) (5)
wl(8)=1 wl(6)=1

22. argang, nr. 3



En central graensevardisaetning for den fri gruppe

s& xe er en egenfunktion svarende til egenveerdien ), (5)—1 Xe(9).
Vi vil bruge denne egenskab ved x. til at summere den over en
"cirkel med radius n" som i udtrykket (4) for den karakteristiske
funktion.

Scenariet er altsa folgende: Lad X veere et g 4 1-regulaert trae, og
lad operatoren T veere givet som ovenfor. Givet en egenfunktion
¢ for T gnsker vi at udregne

> o) (6)

d(o,w)=n
Summen (6) specialiserer til (4), nar vi lader X veere Cayley-
grafen for I', s vert(X) = T, og vi veelger ¢(y) = x(y) =
exp (ie - Log(7))-
Integraloperatorer

Vi generaliserer T med fglgende familie af operatorer:

Definition 4 ([VN94]) For n = 0,1,... definerer vi operatoren
T, : (Cvert(X) N Cvert(X) ved:

[Th(o)] (v) := Z o(w) for ¢ :vert(X)—C (7)

d(v,w)=n

Vi vil vise, at enhver funktion ¢ med T;(¢) = \¢ er egenfunk-
tion for alle operatorerne T,,. Denne egenskab tillader os at finde
den gnskede sum

Y. dw) =[Ta(9)] (0) = Ang(0)

d(o,w)=n

hvis vi kan finde egenvaerdien A, hgrende til ¢ under operatoren
T,,. Vi begynder med at vise, at T,, kan konstrueres ud fra T;:
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Lemma 5 ([VN94]) Givet n € Ny findes koefficienter ¢}, ..., ct €
Z sa
n . .
j=0

Bevis. Pastanden geelder for Tg = TY og for Ty. Vi finder et
rekursivt udtryk for T,4+1 ud fra T,,—1 og T, og viser lemmaet
ved induktion. Lad os fgrst betragte sammensaetningen T o T),.

[T1oTa(@)]w) = > [Ta(®))()

d(v,')=1
= > ( > ¢(w)) = > o)
d(v,w)=1 \d(v',w)=n ;l((v/,v’))il

Vi evaluerer den sidste sum med antagelsen n > 2: Kald en sti
fra v til w for en geodaet, hvis den har minimal leengde blandt
sadanne stier. Da X er et tree, er geodaeten fra v til w entydig.
d(v,w) er enten n+ 1 eller n — 1 — hvis ikke w ligger pa geodacten
fra v til o', har vi d(v, w) = d(v,v")+d(v', w) = n+1; hvis den gor,
har vi d(v, w) = d(v,v") — d(v,w) =n — 1. Hvis d(v,w) =n + 1,
findes netop ét valg af v’ i ovenstdende sum, nemlig hvor v’ er
den fgrste knude efter v pa geodaeten fra v til w. Hvis derimod
d(v,w) =n — 1, Igber v gennem de ¢ naboknuder til v, som ikke
ligger pa geodaeten mellem v og w. Vi far altsa:

> dw) =D ow) +q¢) d(w) for n>2 (8)
d(v,v')=1 d(v,w)=n+1 d(v,w)=n—1
d(v' ;w)=n

Vi har derfor relationen

Ti0T, =Tht1+qTh1 for n>2 (9)
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som giver os det rekursive udtryk
Tn+1 = T1 e} Tn —q Tn—l for n Z 2 (10)

Vi har nu etableret induktionsskridtet. Vi starter induktionen
med n = 1,2. Ty findes ud fra T? = T;oT; analogt til (9),
men nu er n = 1, sa tilfeeldet d(v,w) = n — 1 svarer til v = w, og
alle ¢ + 1 naboknuder v’ til v opfylder d(v,v") = 1,d(v',w) = n.
Dette giver:

T10T1 :T2 +(q+1) TO (11)

dvs.
To =T —(¢+1)TY (12)
og vi kan starte induktionen. O

Notation 2 Vi indfgrer polynomierne Py, Py, ... ved
n .
— Z ¢l FI
j=0

Séledes at T,, = P,,(T1). Bemark at F kan veere en operator eller
et tal i C.

Enhver egenfunktion ¢ for T svarende til egenveerdien A op-
fylder, at

=>"d T{(9) Z IN ¢ = P,(\)¢
j=0 j=0

Dette giver os et redskab til at forsta T,, for en funktion ¢ med
T1 ¢ = A¢: Vi skal blot forsta T, for en vilkarlig egenfunktion
o € Cv"X) gvarende til samme egenveerdi T1 o = Ao, for da
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vil T, skalere ¢ og o med samme faktor P,(\). Vi opsummerer
i nedenstaende setning og begynder derefter sggningen efter en
egenfunktion o, som tillader os at udregne faktoren P, ().

Korollar 6 For ¢ € C**"*(X) gelder:
Ti(p) =X = Tp(®)=PFP.(N)p VYneNy (13)
O

Sfxriske funktioner

Givet A € C sgger vi en egenfunktion o for T; svarende til
egenvaerdien A, som tillader os at udregne P,(\). Ved ovensta-
ende korollar kan vi skrive T, (0) = P,(A)o. Specielt geelder
[Tr(0)](0) = Py(N)o(o). Kreever vi ydermere o(o) = 1, bliver
foregaende ligning

d(o,w)=n

Antag, at o er rotationsinvariant om o, dvs. vi kan skrive o(w) =
s(d(o,w)). Sa bliver alle led ens i ovenstdaende sum, sa vi far

Po(\) = # (Cp(0)) s(n) for neN (14)

hvor Cp(v) = {w € vert(X)|d(v,w) =n}. Vi er interesserede i
funktioner o, der opfylder ovenstaende betingelser. I [TWO03] kal-
des sddanne funktioner sfaeriske:

Definition 7 ([TW03]) Lad A € C. Funktionen o : I' — C kaldes
en sferisk funktion svarende til A, hvis den opfylder:
1. o er invariant ved rotation om o
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2. Ti(o) = Ao
3. 0(0)=1

Vi vil nu finde en forskrift for en sfeerisk funktion. Fremgangs-
maden er antydet i [TWO03]. Vi begynder med at betragte ekspo-
nentialfunktionen exp, : vert(X) — C defineret ved exp,(w) =
rdew)  Bemeerk, at exp, er rotationsinvariant, og exp,(0) = 1.
Udregner vi [T (exp,)] i et v # o far vi

[T1 (exp,)] (v) = 79O
d(v,w)=1

= qrd(ovv)+1 _|_ ,rd(U,’l))fl

= (gr +r7 ") exp,(v), (15)

da v har ¢ naboer w, sa d(o,w) = d(o,v) + 1, og én nabo, sa
d(o,w) = d(o,w) — 1. Udregnet i o far vi:

[Ty (exp,)] (0) = S o)

d(o,w)=1
=(¢g+1)r (16)

Hvis r opfylder A = gr + !, vil transformationen T; skalere
exp, med faktoren A i alle punkter v # o. For at have en sfaerisk
funktion mangler vi kun, at funktionen ogsa skaleres med A i o.
Ligningen A\ = gr + 7! er sekvivalent med ¢r2 — A\ +1 = 0. Vi
skriver {ry,r_} for mengden af rgdder i qu? — \u + 1, séledes
at [T1(exp,,)](v) = Av for v # 0. Vi finder den sfeeriske funktion
som en linearkombination

0 = a4 exp,, +a_exp,_ (17)
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En sddan linearkombination er rotationsinvariant og opfylder

[Ty (0)] (v) = Ao (v) for v#o (18)
[T (o)) (0) = (¢ +1) (a4r4 +a-r-) (19)
o(0) = ay +a_ (20)

Hvis vi afstemmer koefficienterne a4 oga_, sa (¢+1) (axr4 +a—r_) =
Aogay +a_ =1, vil o veere en sfeerisk funktion som gnsket. Vi
finder passende a+ ved at skrive disse to ligninger som

((q +ry (¢+ 1)7”—) <a+> _ <A>
1 1 a_ 1

For ry # r_ eller tilsvarende X ¢ {+2,/g} kan dette inverteres til

ar) 1 I —(g+1)r_) (A
a_)  (g+D(ry —r_) \-1 (¢+1)ry 1

Vi konkluderer for ry # r_, at 0 = ayexp,, +a_exp,_ er en
sfeerisk funktion svarende til A med ay og a_ givet ved:

A—(g+1Dr 4 = A latDry
(+1)(ry —7r-) - (gDl —ry)

a4 =
Da r+ er rodderne i qu? — A+ 1 = q(u — r4)(u — r_), har vi
A = q(r+ +r_), sa koefficienterne bliver til

qry — - y - -
(q+1)(ry —7r-) - (g D(r-—ry)

a4 =

Vi kan nu give en forskrift for en sfeerisk funktion ved at indsaette
exp, (w) = rdlow) § (17):
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Saetning 8 Antag A\ ¢ {£2.,/q} og lad {r,r_} betegne rodderne
i polynomiet qu®> — Au+ 1. Da er o : v+ syx(d(0,v)) en sferisk
funktion svarende til egenverdien X, hvor sq \(n) er givet ved

Sga(n) = ayr’ +a_r”

med koefficienterne
1 —7r_ 1 —
0 = <qr+ r ) 0 — <qr r+> (21)
qg+1\ry —r_ qg+1\r_ —ry

Middelvardi over en cirkel

Vi antager nu, at ¢ : vert(X) — C opfylder T; ¢ = Ap. Ved
korollar 6 har vi T, (¢) = P,(\)¢, sé for at forsta T,,(¢) skal vi
bare kende P, (). I beviset for fglgende korollar bestemmes denne
veerdi vha. den netop udregnede sfeeriske funktion o

Korollar 9 Antag, at ¢ € C*"™"X) opfylder T1(¢) = A\ med X ¢
{£2,/q}. Da gelder

Tn(¢) = #Cn(0)sga(n)o  VneN, (22)
hvor sq A(n) er som i ovenstdende setning, og
Cr(v) = {w € vert(X)|d(v,w) = n}

Bevis. Lad n € Ny veere givet. Det folger af korollar 6 at T,,(¢) =
P, (M\)¢. Vi konstruerer den sfzeriske funktion o svarende til A som
beskrevet i seetning 8. Da Ti(0) = Ao, har vi T),(0) = P,(\)o,
og ved udregning i o ser vi:

d(o,w)=n
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Da o(v) = s4,1(d(0,v)), bliver ovenstéende til

Pn()\) =# (Cn(o)) Sq,)\(n)
]

Vi kan nu skrive den gennemsnitlige vaerdi af egenfunktionen ¢
over en "cirkel med radius n og centrum i 0", dvs. over alle knuder
i afstanden n til 0. Vi har nemlig ved (22), at

5 ot = T —simote) @)

d(o w)=n (0)

#(Cn(0))

Ved at specialisere til Cayley-grafen for den fri gruppe og vaelge
¢ = Xe : v > exp(ic - Log(7))
far vi den karakteristiske funktion for Log(Y;,):

Korollar 10 Den karakteristiske funktion f,, for fordelingen af
Log(Yy) kan udregnes ved flg. procedure: Skriv ¢+ 1 = 2m og lad

AMe) = Zicos(ej)
j=1

Hvis Ae) ¢ {+2,/q}, lader vi ry og r1 vere rodderne i qu? —
Ae)u+ 1 og skriver

0 = 1 <qr+—r_> o — 1 <qr_—r+> (24)

qg+1\ry—r_ qg+1\r_ —ry

Da er den karakteristiske funktions verdi i € givet ved

fun(€) = ayrf+ar” (25)
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Beuvis. x. er multiplikativ, sa vi har

[Tl(Xe ( Z Xe ) Xe )
wl(

(8)=1

Egenveerdien i parentesen til hgjre kan skrives

Z )+ xela; ') =D exp(e;) + exp(—¢j)

Jj=1

Hvilket giver udtrykket for A(e). Vi har nu T1(xe) = A(€)xe, sa
ved ligning (23) kan vi skrive udtrykket for den karakteristiske
funktion som

Z Xe(7) = Sga(e) (M)Xe(e) = Sgae) (R)

wl(y)=n

Jun () #n

for A\ ¢ {42,/q}. Konklusionen fglger ved at udregne s, y()(n)
med proceduren i ssetning 8. O

Konvergens af logaritmen i den fri gruppe

Vi er nu klar til at vise, at fordelingerne n(n)u, konvergerer mod
en normalfordeling for en passende normalisering 1 : Ry — R. Vi
gar frem ved at vise den punktvise konvergens af de karakteristi-
ske funktioner f,, for v, = n(n)un,, dvs. at

fon () = fu, (n(n)t)

konvergerer for alle t. Jo leengere ord v vi har, desto stgrre kan
Log(7) blive. For at fa en normaliseret stokastisk variabel n(n) Log(Y},)
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vil vi derfor sgge n blandt funktioner med n(z) — 0 for x — oc.
Korollar 10 giver en procedure for at udregne f,,, (¢ = n(n)t). Be-
meerk, at r4+ og a4+ i dette udtryk athsenger af n, og at vi veelger
vores variable i rackkefglgen:

n = e=nn)t = N = r+ = ax

Vi vil nu undersgge, hvordan hvert led i kaeden opfgrer sig for
n — oo og fastholdt t. Da n(n) — 0, vil e = n(n)t — e for alle
n—oo

t, og for € — ¢ har vi
m
Ae) = QZCOS(E) —2m=q+1
j=1

Korollar 10 specificerer ikke, hvilken rod navngives r4 og hvilken
er r_. Rodderne i qu? — Mu+1er {1,q7 '} for A = g+ 1, s& vi kan
navngive rgdderne r4 () og r—(\) for hvert A, sidan at:

ry(A) =1 r_(\)—=q? for A —qg+1 (26)

Mere praecist bruger vi rodformlen og skriver r4(\) = AV ”);74(1.
Vi definerer funktionerne a, a_ af en variabel \ ved formlen (24),
hvor vi lader r4, r_ betegne de netop omtalte funktioner af A. Da
ri(\) = 1,7_()\) — ¢~ ! konvergerer koefficienterne:

ar(A) — 1 a_(A\) =0 for X —=q+1
Da A vil afthaenge af € = n(n)t, indferer vi flg. notation:

Notation 3
r+ {€} =1y o)

re[n] =re{n(n)t}  ax[n] = ax o A(n(n)s)

22. argang, nr. 3
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En central graensevardisaetning for den fri gruppe

sa vi kan skrive
Fun()5) = (ai[n] s [0])" +a-[o] (r-n])" ) (27)

De relevante graenseovergange er

n(n)t — 0 n — 0o
A(e) - q+1 e—=0
(re(N),7-(\) = (LgY) A= q+1
(a+(N),a—(N) — (1,0) A—=q+1

Ovenstéaende giver specielt |r_[n]| < 0.9|r4[n]| for n tilstrackkeligt
stor, s vi har (r_[n])" = o[(r4[n])"] for n — cc.

For samme greenseovergang har vi ay[n] — 1, a_[n] — 0, s& (27)
bliver asymptotisk:

fun(n)t) -~ (re[n])" = (rs {n(n)t})" (28)

for n — oo. Bemeerk ligheden af (ry[n])" med udtrykket (1 +
¢/n)", som opfylder

(I+¢/n)" — € for n— oo
Ligning 30 nedenfor generaliserer dette for at finde lim,,_,o (74 [n])"™:

Lemma 11 For en differentiabel funktion g defineret pa (0,0) med
g(x) = 1 0g ¢'(x) = 0y for x — 0 geelder, at

g(:n)% — e x—0 (29)
Specielt far vi ved valget x = 1/n, at

g(1/n)" — 2 n — 0o (30)
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Bewis. Skriver vi logaritmen af venstresiden, far vi

10g(g($)1/z) _ logz(‘r) ~ (logi,(x))/ _ gg,((;:)) — Oy

hvor vi bruger I’'Hopitals regel. O

Funktionen ¢ i lemmaet skal nu veelges, sa
g(1/n) = (re[n))" = (4 o A(n(m)))" for neN

Vi skriver definitionen af den indre funktion A(n(n)t) ud:
- L s B
Au(n)t) = 23" cos(n(n)t) =23 |1 = Tnn)? + Zn(n)* -
j=1 j=1 :

og bemeerker, at det lignende udtryk

m 2 t4 )
. _ _ 3 J 2.
AT — —22[1 2:c+4!33 ]

er kontinuert differentiabel med X (0) = — 27 t?-. Da \(z) =
A(y/xt) for x > 0, far vi

AVat) = =t = —|t]?
j=1

for x — 0. Dette antyder valget

9(z) =14 0 A(Vzt)

Vi kan differentiere A — 74 (\) via rodformlen, sa pa omradet

A ¢ {£+2,/q} har vi:

1 A 1
L) =

—+ —
2¢  2q/A2—4¢ q-1

for X—»>qg+1

22. argang, nr. 3
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En central graensevardisaetning for den fri gruppe

Ved kaedereglen kan vi skrive

1#]?
q—1

[Osrs 0o MVat)] ey — — for xop— 0

Da r4 {y/zt} — 1 for z — 0, giver lemma 11

() o () e

Det folger af (28), at den karakteristiske funktion f,,, for Log(Y,)/v/n
&
-1

opfylder
2 1
105 (35) o (L) o ()

Graensefunktionen pa hgjre side er den karakteristiske funktion for
normalfordelingen med variansmatrice I/(m — 1). Vi konkluderer
ved Lévy (saetning 2), at fordelingen af Log(Y;,)/y/n konvergerer
svagt mod denne normalfordeling. Vi husker definitionen 3 af svag
konvergens og konkluderer:

Saxtning 1 (forenklet variant af [PR05]) Lad Y;, veere ligefordelt
pa I'y. For Borelmaengder B C R™, hvor Lebesgue-malet af 0B
er 0, gaelder

—1N\"/2 m—
g (Loiq(ﬁi%) © B) oo <m2 1) / ez el gy
n e B
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Anvendelse

Vi lader nu m = 2 og vender tilbage til byen Z? fra begyndelsen
af artiklen. Hvad er mon sandsynligheden for at ende leengere
end 10km vaek fra startpunktet efter at have kgrt en 100km lang
tur uden u-vendinger i Z2?? Husk, at den stokastiske variabel Y},
repraesenterer en tilfaeldig n kilometer lang rute med start i (0,0).
Log(Y,,) er slutpunktet for denne rute. Det gnskede udfald kan
derfor skrives som
| Log(Yioo)l| = 10

Hvis vi lader m = 2 og veelger B = {x € R?|||z| > 1}, giver
seetning 1

1 212
P (|| Log(Ya) > V) = —— i/ e
ll=[>1

n—00 2

P(||Log(Yi00)|| > 10) er det 100. led i denne folge, sa vi gaetter
pa, at det ligger teet pa greenseveerdien pa hgjresiden. Integralet
kan udregnes ved at gé over til polaere koordinater med radius
betegnet ved R og derpa substituere S = R?/2:

1 I R < g ~1/2
—/ e 2dx:/ e 2 RdR = e ’dS=e
27 J)|z|>1 R=1 S=1/2

Vores tilneermede sandsynlighed for at ende lsengere end 10km
vaek fra startpunktet er altsa:

P (|| Log(Yigo)| > 10) ~ e Y2 =~ 0,607

At dette overslag er preecist kan ses pa nedenstaende plot, hvor
vi sammenligner med de eksakte vaerdier af P (|| Log(Y,)|| > v/n)
udregnet med computer.
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0.8 4
osr - -g-a--B--3-Oo-8-8--B--0

0.4r 1

0 50 100 150 200 250 300

Figur 3 plot med n pa forsteaksen og P (|| Log(Yy)|| > v/n) pa
andenaksen. Den stiplede linje er e=1/2,

Computeren begynder s& smat at give op for n stgrre end 300
med den algoritme, vi anvender — her kan vores graensevardisaet-
ning heldigvis tage over.
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