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Ms-N; saetningen
— Et dyk ned i gitterteorien

Dan Saattrup Nielsen

I denne artikel vil det vise sig, hvordan gitre kan klassificeres som
ikke-distributive ud fra gitterdiagrammet alene, et fascinerende
resultat fundet af Birkhoff [3]. Det viser sig, at man blot skal
tjekke, om et af de to nedenstdende gitre M3 eller N5 kan indlejres
i det pageeldende gitter.
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Til at vise dette, skal der fgrst bruges et lemma omkring mo-
duleere gitre:

Lemma 1 Ft gitter L er ikke-modulert, hvis og kun hvis der findes
et delgitter S < L med N5 = S.

Bevis. ' <': 1 Nj ses det, hvor a, b, ¢ er defineret ift. relationerne
angivet i ovenstaende hassediagram, at a < b, men a V (b A c) #
b A (aVc), som medfgrer at N5 er ikke-modulaert. Dermed vil et
gitter, med et delgitter isomorft til N5, heller ikke vaere moduleert.

"=’ Antag at L ikke er moduleer. S& vil der findes a,b,c € L,
som opfylder a < b, men aV (bAc) < bA(aVe). Lad a1 := aV (bAc)
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og by :=bA (aVc). Da gelder:
cANby=cAN(bAN(aVec)=cA(cVa))ANb=cAb
cVar=cV(aV(bAc)=(cV(cAb)Va=cVa

Da cAb < aV(bAc)=a; < by gelder at cAb < cAag < cAby =
¢ A\ b, som betyder at ¢ A a; = ¢ A by = ¢ Ab. Analogt geelder at
cV b =cVa = cVa. Det ses nu, at dette netop beskriver et
gitter, isomorft til N5, bestdende af ¢, a1, b1, cAaj ogcVay. O

Seetningen kan da formuleres som:

Satning 2 (Ms-Nj sxtningen) Et gitter L er ikke-distributivt,
hvis og kun hvis der findes et delgitter S < L, med enten Mg = S
eller N5 = S.

Bewvis. ' <': Da det hverken for M3 eller N5 geelder at aV (bAc) =
(aVb)A(aVe), er begge ikke-distributive og med samme argument
som i beviset for Lemma 1 folger det, at L er et ikke-distributivt
gitter.

" =': Antag at L er ikke-distributivt. Antag endvidere, at L er
ikke-moduleert. Per Lemma 1 kan N5 da indlejres i L, og vi er
feerdige. Antag nu, at L er modulsert. Ved ikke-distributiviteten
findes elementer a, b, ¢ € L, som opfylder (aAb)V(aAc) < an(bVc).
Definér nu:

d:=(anb)V(aNc)V (bAc)
e:=(aVbA(aVe)A(bVec)
ap:=(aNe)Vd
by :==(bAe)Vd
c1:=(cNhe)Vvd.
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Det ses let, at d < aq,b1,c1 < e. Det vil vises at d < e. Fgrst
ses det fra absorptionsloven at

aNe=aA (bVc)
og ved brug af den modulaere lov (bruges ved understregninger)
and=aN((aANb)V(aNc)V(bAc))
=((anb)V(aNc)V(iaN(bAc))
=(aNb)V(aNc)

folger det at d < e, ud fra ikke-distributivitetsantagelsen og den
tidligere ulighed. Det vil nu vises, at diagrammet for L indeholder
en kopi af diagrammet for M3, med a = a1, b = by, ¢ = ¢1, bund d
og top e. For at vise dette, er det nok at vise at a1 Aby = a1 Acy =
biNci =dogai Vb =ay1Ve, = b1 Ve = e. Viviser at a1 Aby = d,
resten forlgber analogt. Moduleere lov understreges igen:
ay ANby = ((ane)Vd)A((bAe)Vd)
=({(ane)A((bAe)Vd))Vd
((ane)AN((bVvd)Ae))Vd
((ane)ANen(bVd)Vd
((a/\e) (bvd)vd
(bve)ANbV(ane)))Vd
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