
FA
M

Ø
S

FA
M

Ø
S

Fa
m

øs
se
pt
em

be
r
20
13

Fa
gb

la
d
fo
r
A
kt
ua

r,
M
at
em

at
ik
,

-Ø
ko
no

m
io

g
St
at
ist

ik
ve
d
K
øb

en
ha

vn
s
U
ni
ve
rs
ite

t

Ill
us
tr
at
io
ne
r:

N
ili
n
A
br
ah

am
se
n
(fo

rs
id
e)

D
ea
dl
in
e
fo
r
næ

st
e
nu

m
m
er
:

18
.o

kt
ob

er
20
13

In
dl
æ
g
m
od

ta
ge
s
ge
rn
e
og

be
de
s
se
nd

t
til

fa
mo

s@
ma

th
.k

u.
dk

–
ge
rn
e
iL

A T
EX

og
ge
rn
e
ba

se
re
t
på

sk
ab

el
on

en
so
m

ka
n
he
nt
es

på
hj
em

m
es
id
en
.

Fa
m

øs
er

et
in
te
rn
t
fa
gb

la
d.

Ef
te
rt
ry
k
til
la
dt

m
ed

ki
ld
ea
ng

iv
el
se
.

Fa
gb

la
de
t

Fa
m

øs
c/
o
In
st
itu

t
fo
r
M
at
em

at
isk

e
Fa

g
M
at
em

at
isk

A
fd
el
in
g

U
ni
ve
rs
ite

ts
pa

rk
en

5
21
00

K
øb

en
ha

vn
Ø

ht
tp

:/
/w

ww
.m

at
h.

ku
.d

k/
fa

mo
s/

O
pl
ag
:4

00
st
k.

IS
SN

:1
90
3-
27
22

23
.å

rg
an

g,
nr
.1

,s
ep
te
m
be

r
20
13

FA
M

Ø
S

FA
M

Ø
S

Fa
gb

la
d
fo
r
A
kt
ua
r,
M
at
em

at
ik
,-
Ø
ko
no

m
io

g
St
at
ist
ik

23
.å

rg
an
g,

nr
.1

,s
ep
te
m
be

r
20
13

Su
pe

rS
un

e:
Pr

æ
m
ie
op

ga
ve
lø
se
re
n
af

st
ål



D
anielK

jæ
r

59

Litteratur
[1]

Jacobsen,
M
.,

Videregående
Sandsynlighedsregning,

Institut
forM

atem
atiskeFag,K

øbenhavnsU
niversitet,3.udgave,2003

[2]
W

ichm
ann,B.A

.&
H
ill,I.D

.,Algorithm
A
S
183:An

Effi
ci-

entand
Portable

Pseudo-Random
N
um

berG
enerator,A

pplied
Statistics,Vol31,N

o.2
(1982),188–190

23.årgang,nr.1

Redaktion
?
Jingyu

She,
?
K
ristian

K
nudsen

O
lesen,

?
M
aria

Bekker-N
ielsen

D
unbar,

?
M
artin

Patrick
Speirs,

?
N
ilin

A
braham

sen,
?
Søren

W
engelM

ogensen

D
it

navn
kunne

stå
på

denne
side!

H
vad

venter
du

på?
Skriv

tilfamos@math.ku.dk
idag,og

bliv
redaktør

im
orgen!



58
Sa

nd
sy
nl
ig
he
ds
ba
se
re
de

m
et
od

er

Li
st
in
g
2

C+
+
ko

de
1

//
:

MC
_i

nt
ro

:
Un

if
or

m
.c

pp
2

//
Ge

ne
ra

te
ps

eu
do

ra
nd

om
nu

mb
er

s
un

if
or

ml
y

be
tw

ee
n

0
an

d
1

3
#

in
cl

ud
e

<i
os

tr
ea

m
>

4
#

in
cl

ud
e

<m
at

h
.h

>
//

Fo
r

us
in

g
"

fm
od

()
"

5
us

in
g

na
me

sp
ac

e
st

d;
6 7

fl
oa

t
un

if
or

m
()

{
8

//
A

se
qu

en
ce

of
in

it
ia

l
va

lu
es

9
st

at
ic

in
t

x
=

5;
10

st
at

ic
in

t
y

=
11

;
11

st
at

ic
in

t
z

=
17

;
12 13

//
So

me
in

te
ge

r
ar

it
hm

et
ic

re
qu

ir
ed

14
x

=
17

1
*

(x
%

17
7)

-
2

*
(x

/
17

7)
;

15
y

=
17

2
*

(y
%

17
6)

-
35

*
(y

/
17

6)
;

16
z

=
17

0
*

(z
%

17
8)

-
63

*
(z

/
17

8)
;

17 18
/*

If
bo

th
op

er
an

ds
ar

e
no

nn
eg

at
iv

e
th

en
th

e
19

re
ma

in
de

r
is

no
nn

eg
at

iv
e

;
if

no
t

,
th

e
si

gn
of

20
th

e
re

ma
in

de
r

is
im

pl
em

en
ta

ti
on

-
de

fi
ne

d
.

*/
21

if
(x

<
0)

22
x

=
x

+
30

26
9;

23
if

(y
<

0)
24

y
=

y
+

30
30

7;
25

if
(z

<
0)

26
z

=
z

+
30

32
3;

27 28
re

tu
rn

fm
od

(x
/

30
26

9.
+

y
/

30
30

7.
+

z
/

30
32

3.
,

1.
);

29
}

30 31
in

t
ma

in
()

{
32

//
Pr

in
t

5
ra

nd
om

nu
mb

er
s

33
fo

r(
in

t
i

=
0;

i
<

5;
++

i)
{

34
co

ut
<<

un
if

or
m

()
<<

",
";

35
}

36
}/

/
/:

~

I
næ

st
e
ar
tik

el
di
sk
ut
er
es
,
hv

or
le
de
s
ps
eu
do

til
fæ

ld
ig
e
ta
l
be

-
kv

em
to

g
eff

ek
tiv

tk
an

br
ug

es
til

fre
m
br
in
ge

af
st
ok

as
tis

ke
va
ria

bl
e

til
br
ug

ie
n
M
on

te
C
ar
lo
-m

od
el
.

Fa
m

øs
se
pt
em

be
r
20
13

In
dh

ol
d

3

In
dh

ol
d

In
tr
od

uk
tio

n
til

ES
01

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

4

H
ex

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

5
Bl
ok
ke
ns

sp
il

B
an
ac
h-
St
ei
nh

au
s’
sæ

tn
in
g
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

9
Si
de

9-
sæ

tn
in
g

H
va
d
er

et
ta
l?

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

12

Et
år
s
ud

ve
ks
lin
g
til

Si
ng

ap
or
e
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

19

Sj
ov

m
ed

pi
zz
a
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

28
Pr

æ
m
ie
op
ga
ve

og
ek
st
ra
op
ga
ve

H
er

ny
tt
er

‘s
ol
ve
’i
kk
e!

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

30
Sv

ar
på

op
ga
ve
r
fra

FA
M
Ø
S
År

ga
ng

22
,n

r.
3

G
am

m
af
un

kt
io
ne
n

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

35
In
tro

du
kt
io
n
til

G
am

m
af
un

kt
io
ne

n

Sa
nd

sy
nl
ig
he
ds
ba
se
re
de

m
et
od

er
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

48

23
.å

rg
an

g,
nr
.1



D
anielK

jæ
r

57

hvor
(9)

følger
af

(6),(10)
følger

af
(5),og

(11)
følger

af
(8).D

a
m
L (A

c)
>

1−
ε
konkluderer

viat
m
L (A

)
<
ε.D

a
dette

gæ
lder

for
alle

ε
>

0,har
vibevist

at
m
L (A

)=
0.

Program
m
el

En
klar-til-brug

im
plem

entering
af

den
s.k.

W
ichm

ann
&

H
ill-

generator
følger.A

lgoritm
en

er
anstæ

ndig
nok

tilpersonlig
brug.

Listing
1

R
kode

1
##

Generate
pseudo

random
numbers

uniformly
between

0
and

1
2

uniform
<-

local
({

3
#

A
sequence

of
initial

values
4

x
=

5
5

y
=

11
6

z
=

17
78

#
Make

x,
y

and
z

local
static

variables
.

9
f

<-
function

(){
10

x
<<-

171
*

(x
%%

177)
-

2
*

(x
%/%

177)
11

y
<<-

172
*

(y
%%

176)
-

35
*

(y
%/%

176)
12

z
<<-

170
*

(z
%%

178)
-

63
*

(z
%/%

178)
1314

#
The

part
where

we
deal

with
negative

x,
y

and
z

15
if(x

<
0)

16
x

<<-
x

+
30269

17
if(y

<
0)

18
y

<<-
y

+
30307

19
if(z

<
0)

20
z

<<-
z

+
30323

2122
return

((x
/

30269.
+

y
/

30307.
+

z
/

30323.)
%%

1)
23

}
24

})
2526

#
Print

5
random

numbers
27

for(i
in

1:5){
28

print
(

uniform
())

29
}

23.årgang,nr.1

4
Introduktion

tilES01

Introduktion
tilES01

–
Fem

H
V
-spørgsm

ålm
ed

tilhørende
svar

M
aria

Bekker-N
ielsen

D
unbar

H
vad

er
ES01?

ES01
er

studenterkøkkenet
på

IM
F

1
—

et
sted

at
opbevare

m
ad

og
ting,læ

se,drikkekaffe,hyggesnakke,lavefæ
llesaftensm

ad
m
m
.

H
vor

er
ES01?

ES01
ligger

tilvenstre
for

auditorie
5
og

6.

H
vem

har
lov

at
væ

re
iES01?

IM
F-studerende

(m
an

skulle
ikke

tro
det

ud
fra

fordelingen
af

ES01-brugere,m
en

m
at-øk-og

aktuarstuderende
m
å
godt

væ
re

i
køkkenet).Væ

r
endelig

ikke
bange

for
at

kigge
derind!

H
vordan

kom
m
er

m
an

ind
iES01?

M
an

får
adgang

til
ES01

ved
at

udfylde
en

adgangsseddel
(de

findes
tilvenstre

for
døren)

og
aflevere

den
tilen

kortansvarlig.
Som

kan
ses

på
døren,

er
kortansvarlige

pt
A
lexander

Jasper,
M
artin

M
ads

og
tidligere

Fam
øsredaktør

K
ristian

Poulsen.

H
vad

gæ
lder

iES01?
R
eglerne

kan
læ
ses

øverst
på

adgangssedlen
sam

t
diverse

sedler,
der

hæ
nger

rundt
om

kring
ilokalet

(prim
æ
rt

på
døre).O

psum
-

m
eret:H

old
stedet

pæ
nt

og
lad

væ
re

m
ed

at
sove

derinde

1D
et

svarer
tilfysikernes

D
S01

(’det
absolutte

rum
’)

Fam
øs

septem
ber

2013



56
Sa

nd
sy
nl
ig
he
ds
ba
se
re
de

m
et
od

er

D
et

ge
ns
tå
r
at

be
vi
se

de
n
an

de
n
ha

lv
de
l.
La

d
A
∈

I
væ

re
en

T
-in

va
ria

nt
m
æ
ng

de
,A

=
T
−

1 (
A

).
V
is

ka
lv

ise
,a

t
m
L

(A
)

=
0

el
le
r

1.
I
til
fæ

ld
et
m
L

(A
)=

1
er

de
r
in
te
t
at

vi
se
.L

ad
os

an
ta
ge

at
m
L

(A
)
<

1
og

vi
se

at
m
L

(A
)

=
0
ve
d
at

vi
se
,a

t
m
L

(A
)
<
ε

fo
r
al
le
ε
>

0.
La

d
I n
,m

=
[(m
−

1)
a
−
n
,m

a
−
n
)
fo
r
n
∈

N
og

m
=

1,
..
.,
a
n
.

O
bs
er
vé
r
fø
rs
t,
at

T
k
(I
n
,m

)=
[m
−

1
m

od
a
n
−
k

a
n
−
k

,
m
−

1
m

od
a
n
−
k

+
1

a
n
−
k

),
(4
)

fo
r
k
∈
{0
,.
..
,n
}.

Fr
a
(4
)
ha

r
vi
,a

t
m
L

(T
k
(I
n
,m

))
=
a
k
m
L

(I
n
,m

).
(5
)

Be
m
æ
rk

de
rn
æ
st
,a

t
T
n
(I
n
,m
∩
A
c
)⊂

T
n
(I
n
,m

)∩
T
n
(A

c
)⊂

T
n
(I
n
,m

)∩
A
c

=
A
c
,
(6
)

hv
or

an
de
n

in
kl
us
io
n

gæ
ld
er
,
fo
rd
i
og
så

A
c
er

T
-in

va
ria

nt
og

T
(T
−

1 (
A
c
))
⊂
T
−

1 (
A
c
)

=
A
c
.
Li
gh

ed
st
eg
ne
t
fø
lg
er

af
(4
)
id
et

T
n
(I
n
,m

)
=

[0
,1

).
G
iv
et

ε
>

0
fin

de
s
et

n
∈

N
og

et
m
∈

{1
,.
..
,a
n
},

så
le
de
s
at

ε
>
m
L

(I
n
,m
∩
A

)
m
L

(I
n
,m

)
.

(7
)

D
et
te

er
æ
kv

iv
al
en
t
m
ed

m
L

(I
n
,m
∩
A
c
)>

(1
−
ε)
m
L

(I
n
,m

).
(8
)

Ve
d
ud

re
gn

in
g
ha

r
vi

al
ts
å,

at
m
L

(A
c
)>

m
L

(T
n
(I
n
,m
∩
A
c
))

(9
)

=
a
n
m
L

(I
n
,m
∩
A
c
)

(1
0)

>
a
n
(1
−
ε)
m
L

(I
n
,m

)
(1
1)

=
1
−
ε

(1
2)

Fa
m

øs
se
pt
em

be
r
20
13

B
lo
kk
en
s
sp
il

5

H
ex –
Et

ko
m
pl
ic
er
et

sp
il
m
ed

sim
pl
e
re
gl
er

Bo
’M

al
in
g’

M
al
lin

g
C
hr
is
te
ns
en

T
id
lig

er
e
iå

r
sk
re
v

Fa
m

øs
om

sp
ill
et

G
o
bl
an

dt
an

de
t
ke
nd

t
fra

fil
m
en

»A
Be

au
tif
ul

M
in
d«

.
H
ex

er
et

sp
il
m
eg
et

is
am

m
es

til
so
m

G
o
id

en
fo
rs
ta
nd

,a
ts

pi
lle

t,
tr
od

s
de
ts

sim
pl
e
re
ge
lsæ

t,
er

ek
st
re
m
t
ko
m
pl
ic
er
et

at
an

al
ys
er
e.

M
an

sp
ill
er

no
rm

al
t
H
ex

på
et

di
am

an
tfo

rm
et

br
æ
t
be

st
åe
nd

e
af

11
×

11
se
ks
ka

nt
er
.V

ed
sk
ift
ev
is
at

ta
ge

sin
tu
rg

æ
ld
er

de
to

m
at

fo
rb
in
de

en
sid

e
m
ed

de
ns

m
od

st
åe
nd

e
sid

e
m
ed

sin
e
br
ik
ke
r.

Fi
gu

r
1
Et

af
gj
or
t
st
an

da
rd
sp
il
H
ex

hv
or

so
rt

ha
r
vu

nd
et

ve
d
at

fo
rb
in
de

A
11

og
J

1

Se
lv

om
H
ex

id
en

m
es
tp

op
ul
æ
re

ud
ga
ve

(1
1×

11
)e

nd
nu

ik
ke

er
bl
ev
et

lø
st
,e

nd
ik
ke

ve
d
hj
æ
lp

af
de

kr
af
tig

st
e
co
m
pu

te
re

og
de
t
be

ds
te

so
ftw

ar
e2
,s

å
er

m
an

ge
m
in
dr
e
ud

ga
ve
r
lø
st
.S

en
es
t
er

de
r
i
20
09

fu
nd

et
en

vi
nd

en
de

st
ra
te
gi

fo
r
hv

id
på

9
×

9.
M
an

2 D
er

af
ho

ld
es

år
lig

tk
on

ku
rr
en

ce
r,
hv

or
co
m
pu

te
rp
ro
gr
am

m
er

dy
st
er

m
od

hi
na

nd
en

ie
nd

nu
ik
ke

lø
st
e
sp
il,

så
so
m

G
o,

Sk
ak

og
H
ex
.

23
.å

rg
an

g,
nr
.1



D
anielK

jæ
r

55

vi,at
T

er
m
L -m

ålbevarende.D
ernæ

st
beviser

vi,at
enhver

T
-

invariantm
æ
ngde

A
∈
I
ertriviel,iden

forstand
at
A
har

m
L -m

ål
0
eller

1.

Bevis.
G
enkald,at

[λ]=
m

ax{
k
∈

Z
+

:
k
6
λ}

for
λ
∈

R
+

og
om

skriv
T

på
form

en

T
(ω)=

a
ω
−

[a
ω],

ω
∈

[0
,1).

(2)

D
et

er
klart,at

T
er

m
ålelig,og

iøvrigt
har

vifra
(2),at

T
(ω)=

a
ω
−

(k−
1),

ω
∈
[
k−

1
a
,
ka )
,k

=
1,...,a

.
(3)

For
at

bevise
at

T
er
m
L -m

ålbevarende,
lad

α
,β
∈

[0,1)
m
ed

α
<
β
væ

re
givet.Bem

æ
rk

først,at
fra

(3)
har

viat

T
−

1([α
,β))=

a⋃k=
1 [
α+

k−
1

a
,
β+

k−
1

a
).

H
erfor

finder
vived

udregning,at

T
(m

L )([α
,β))=

m
L (T

−
1([α

,β)))

=
a
∑k=

1
m
L ([

α+
k−

1
a

,
β+

k−
1

a
))

=
β
−
α

=
m
L ([α

,β)).

Bem
æ
rk

dernæ
stat{[α

,β)⊂
[0,1):

α
,β
∈

[0,1),α
<
β}

eretfæ
l-

lesm
æ
ngdestabilt

frem
bringersystem

for
Borel

σ-algebraen
B

[0
,1)

afdelm
æ
ngder

af[0,1).D
ette

beviser
at
T

(m
L )

=
m
L ,altså

at
T

er
m
L -m

ålbevarende.

23.årgang,nr.1

6
H
ex

estim
erer

im
idlertid,at

det
viltage

halvandet
årtusinde

at
løse

10×
10

m
ed

nuvæ
rende

udstyr–
og

derfra
erderstadig

langttil,
at

standardudgaven
afspillet

er
løst.

Figur
2

7
×

7
H
ex

løst.
Ved

at
starte

spillet
på

de
sorte

felter
kan

m
an

gennem
tvinge

en
sejr.D

e
resterende

felterangiver,hvor
m
an

som
num

m
er

to
skal

spille
for

at
kunne

gennem
tvinge

en
sejr,skulle

den
første

spiller
starte

her.

M
an

kan
ret

hurtigt
overbevise

sig
selv

om
,at

H
ex

aldrig
kan

ende
uafgjort,og

dervilaltid
væ

re
netop

én
vinder.H

elttydeligt
kan

begge
spillere

ikke
vinde.O

m
vendt,kan

m
an

–
ved

hjæ
lp

af
lidtsim

pelgrafteori–
vise,atdetikke

kan
lade

sig
gøre,atingen

afspillerne
får

koblet
sine

sider
sam

m
en.D

erfor
er

der
kun

m
u-

ligheden
tilbage,at

spillet
altid

vilhave
netop

én
vinder.
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∞
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s
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∈
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m
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n
hv
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m
eg
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st
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.
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ω
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ω
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+

1 1

1

Fi
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en

er
go

di
sk
e
tr
an

sfo
r-

m
at
io
n
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(ω
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a
ω

m
od
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fo
r

et
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=
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Γ ω
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ω
k
+
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Fi
gu
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D
en

lin
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en
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ne
ra
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r
fo
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ra
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et
re

a
=
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og
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=
0.
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ra
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at
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∈
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tu
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gt

ta
l.
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en
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el
ig
e
af
bi
ld
ni
ng

T
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)
in
d
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1)
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tv

ed
m
ul
tip
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at
io
n
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å

T
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a
ω

m
od
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ω
∈

[0
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)

er
er
go
di
sk
.
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e
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ev
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)
V
is
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lb
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B
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),
m
L
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)
er

et
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go
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se
r
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o
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in
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M
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lin
g
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ris
te
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en

7

Fi
gu

r
3
Et

ko
m
pl
et

sp
ilt
ræ

ov
er

2
×
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st
ar
te
ri

en
af

m
id
te
rp
os
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er
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,s
å
ka

n
ha

n
tv
in
ge

en
se
jr
hj
em
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T
il

ge
ng

æ
ld
,
hv

is
m
an

st
ar
te
r
i
de

sp
id
se

hj
ør
ne
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så
ka

n
so
rt

tv
in
ge

en
se
jr

hj
em
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vi
se
r
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fa
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t
lig

e
m
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et

hv
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st
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en
er
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å
ka

n
so
rt

al
tid

tv
in
ge

en
se
jr,

hv
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hv

id
st
ar
te
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di
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e

hj
ør
ne
r.

T
he
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em

1
Fø

rs
te

sp
ill
er

(h
vi
d)

ha
re

n
vi
nd

en
de

st
ra
te
gi

på
n
×
n
.

Be
vi
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V
iv

ed
al
le
re
de
,a

te
n
af

sp
ill
er
ne

ha
re

n
vi
nd

en
de

st
ra
te
gi
.

A
nt
ag

de
t
er

sp
ill
er

to
(s
or
t)
.

Fo
r
n
lig

e:

La
d
hv

id
sp
ill
e
et

til
fæ

ld
ig
ts

te
d.

D
a
br
æ
tt
et

er
sy
m
m
et
ris

k,
og

so
rt

ha
r
en
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nd

en
de

st
ra
te
gi
,k

an
hv

id
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ot

ko
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er
e
so
rt
s
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æ
k
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m
m
et
ris
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ul
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so
rt

sp
ill
e
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t
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m
m
et
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st
ed

til
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id
s
åb

-
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t
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fæ
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t
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D
efinition

8
Lad

a
,c,m

∈
Z

+
væ

re
ikke-negative

heltal,således
at

0
<
a
<
m

og
0
6
c
<
m
.D

en
lineæ

re
kongruens-generator

er
en

afbildning
L

på
{0,...,m

−
1}

ind
i{0,...,m

−
1}

givet
ved

L(γ)=
a
γ

+
c

m
od

m
,

γ
∈
{0,...,m

−
1}.

D
en

egentlige
produktion

afen
følge

(ω
k )
k∈

Z
+
afpseudotilfæ

ldige
tali[0

,1)
under

den
lineæ

re
kongruens-generator

fås
ved

at
lade

γ
0 ∈
{0
,...,m

−
1}

væ
re

givet
og

sæ
tte

γ
k

=
L
k(γ

0 ),
ω
k

=
γ
k /m

,
k
∈
Z

+
.

B
em

æ
rkning

9
Lad

Γ
væ

re
en

afbildning
på
{

0m
,...,

m
−

1
m
}
ind

i
{

0m
,...,

m
−

1
m
}
givet

ved

Γ(ω)=
L(m

ω)/m
,

ω
∈
{

0m
,...,

m
−

1
m
}
.

Fra
et

m
atem

atisk
synspunkt

er
følgen

(ω
k )
k∈

Z
+
afpseudotilfæ

l-
dige

talfrem
bragtafden

lineæ
re

kongruens-generatoræ
kvivalent

m
ed

den
af
ω

0 ≡
γ

0 /m
frem

bragte
om

løbsbane
under

Γ,altså

Γ
ω

0 =
(ω
k )
k∈

Z
+
.

(1)

D
et

ses
endvidere

ved
udregning,at

Γ(ω)=
a
ω

+
cm

m
od

1
,

ω
∈
{

0m
,...,

m
−

1
m
}.

Lad
os

tage
en

tim
e-outtilen

sludder
for

en
sladder:D

en
line-

æ
re

kongruens-generator
er

altså
ikke

en
pseudotilfæ

ldig
genera-

tor
iden

ideale
forstand,som

vihar
lagt

op
tilindtilvidere,for

eksem
pelerΓ

ikke
en

afbildning
på

hele
[0
,1),m

en
m
ed

en
veder-

styggelig
brug

afnotation
harviat{

0m
,...,

m
−

1
m
}
→

[0
,1)dersom
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a
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ttet

er
sym

m
e-

trisk,og
sortharen
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m
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D
er

er
analyseret

adskillige
træ
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ot
ilf
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di
g
ta
lg
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er
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)
La

d
os

be
tr
ag
te

sa
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sy
nl
ig
he
ds
fe
lte

t(
[0
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),
B

[0
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),
m
L

),
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or
m
L
er

Le
be

sg
ue

m
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et
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Bo
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lσ
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lg
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ra
en

B
[0
,1

)
af

de
lm

æ
ng

de
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af

[0
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).
Ve

d
en

ps
eu
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-
til
fæ

ld
ig

ta
lg
en
er
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på
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B

[0
,1

),
m
L

)
m
en
er

vi
en

m
ål
el
ig

af
bi
ld
ni
ng

Γ
på

[0
,1

)i
nd
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0,

1)
,s
ål
ed
es

at
fø
lg
en
de

be
tin

ge
lse

er
op
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ld
t:
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Kv

ad
ru
pl
et
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,1

),
B

[0
,1

),
m
L
,Γ

)
er

et
er
go

di
sk

sy
st
em
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A
t
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ug

e
Bi
rk
ho

ff
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go

de
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tn
in
ge
n
til
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tim

at
io
n
af
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te
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er
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ba
g
M
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C
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g
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æ
lp

af
st
at
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e
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an
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rd
m
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er
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K
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d

Γ
væ

re
en
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eu
do

til
fæ

ld
ig

ta
lg
en

er
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på
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-
sy
nl
ig
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lte

t(
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L
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r
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er
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∈
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)
fin
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s
en
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æ
ng

de
Λ

i(
[0
,1

),
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L
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∞

n
−
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=
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)=
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L
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∈
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Be
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s
er
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D
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en
ne
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ge
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en
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eu
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til
fæ

ld
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ta
lg
en
e-

ra
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O
m
lø
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ne
rn
e
fo
re

n
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eu
do

til
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ld
ig

ta
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en
er
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or
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m
m
er

A
ue
nd

el
ig
t
of
te

m
ed
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pt
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re
la
tiv

fre
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en
s
m
L
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).

D
en

le
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te

og
m
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t
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re

al
go
rit

m
e
til

fre
m
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in
ge
lse

n
af

ps
eu
do

til
fæ

ld
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e
ta
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n

s.k
.
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eæ
re

ko
ng

ru
en
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ge
ne

ra
to
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ev

ud
vi
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et

af
D
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eh
m
er

i1
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9,

og
al
go
rit

m
en

fo
r
de
n
lin

eæ
re

ko
ng

ru
en
s-
ge
ne
ra
to
r
er

m
od

el
le
re
t
ef
te
r
en

er
go

di
sk

tr
an

sfo
rm

a-
tio

n.

Fa
m

øs
se
pt
em

be
r
20
13

Si
de

9-
sæ

tn
in
g

9

B
an
ac
h-
St
ei
nh

au
s’
sæ

tn
in
g

Ra
sm

us
Sy

lv
es
te
r
Br

yd
er

V
iv

il
he
rg

iv
e
et

ko
rt

og
el
em

en
tæ

rt
be

vi
sf

or
Ba

na
ch
-S
te
in
ha

us
’

sæ
tn
in
g,

og
så

ke
nd

tu
nd

er
na

vn
et

U
ni
fo
rm

bo
un

de
dn

es
sp

ri
nc

ip
le
,

hv
is

an
ve
nd

el
ig
he
d
ha

r
næ

rm
es
t
in
ge
n
en
de

if
el
te
r
so
m

fu
nk

tio
-

na
la
na

ly
se

og
op

er
at
or
al
ge
br
a.

Be
vi
se
t
og

de
ts

op
ta
kt

st
am

m
er

fra
[2
].

Fo
r
no

rm
er
ed
e
ru
m
X

og
Y

og
en

lin
eæ

r
af
bi
ld
ni
ng

T
:X
→

Y
de
fin

er
es

‖T
‖

=
su

p{
‖T
x
‖|
x
∈
X
,
‖x
‖
≤

1}
.

D
er

gæ
ld
er

da
,a

t
T

er
ko
nt
in
ue
rt

hv
is

og
ku

n
hv

is
‖T
‖
<
∞
,i

hv
ilk

et
fa
ld
‖T
x
‖
≤
‖T
‖‖
x
‖f

or
al
le
x
∈
X

(s
ef
x
[1
,S

æ
tn
in
g
4.
6
og

4.
8]
).
M
æ
ng

de
n
B

(X
,Y

)a
fk

on
tin

ue
rt
e
lin

eæ
re

af
bi
ld
ni
ng

er
X
→

Y
er

et
ve
kt
or
ru
m

m
ed

pu
nk

tv
is
ad

di
tio

n
og

sk
al
ar
m
ul
tip

lik
at
io
n,

og
T
7→
‖T
‖
er

en
no

rm
på

B
(X
,Y

).

Le
m
m
a
1

La
d
X

og
Y

væ
re

no
rm

er
ed
e
ru
m

og
la
d
T
∈
B

(X
,Y

).
D
a
vi
ld

er
fo
r
al
le
x
∈
X

og
r
>

0
gæ

ld
e

su
p{
‖T
x
′ ‖
|x
′ ∈

X
,
‖x
′ −

x
‖
<
r}
≥
‖T
‖r
.

Be
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d
M
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te
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e
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nd

e
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pr
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t
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−
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≤
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‖+
‖y
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r
y
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X
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t
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ul
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r
vi

at

m
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{‖
T

(x
+
z
)‖
,‖
T

(x
−
z
)‖
}
≥

1 2
(‖
T

(x
+
z
)‖

+
‖T

(x
−
z
‖)

≥
1 2‖
T
z
−

(−
T
z
)‖

=
‖T
z
‖
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r
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le
z
∈
X
.F
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z
∈
X

m
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‖
<
r
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+
z
)−

x
‖
<
r
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x
−
z
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x
‖
<
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m
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M
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En
idé

er,
at

m
an

for
en

generel
m
ålbevarende

afbildning
T

kræ
ver,at

enhver
T
-invariant

m
æ
ngde

er
trivielsom

f.eks.Ω
og

∅.D
efinition

4
(Ergodisk

System
)
Lad

(Ω
,F
,P

)
væ

re
et

sandsyn-
lighedsfelt.En

m
ålelig

afbildning,
T
,på

Ω
ind

iΩ
siges

at
væ

re
ergodisk,hvis

følgende
betingelser

er
opfyldt:

1.
T

er
P
-m

ålbevarende,
2.

For
enhver

m
æ
ngde

A
iden

T
-invariante

σ-algebra
I,så

er
P

(A
)=

0
eller

1.

Kvadruplet
(Ω
,F
,P
,T

)
kaldes

et
ergodisk

system
.

D
efinitionen

afetergodisk
system

giver,overraskende
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iv
t,
at

ta
lle

t
(n

+
1)

dæ
kk

er
ov
er

et
be

gr
eb

F
,h

vi
s
de
r
fin

de
s
et

ob
je
kt
a
,s

om
fa
ld
er

in
d
un

de
r
F
,

og
at

ta
lle
t
n
dæ

kk
er

ov
er

be
gr
eb

et
“f
al
de
r
in
d
un

de
r
F
,m

en
er

ik
ke

id
en
tis

k4
m
ed

a
”
-
fo
r
at

fo
rs
tå

de
tt
e
en

sm
ul
e
be

dr
e
vi
lv

i
fo
rs
øg
e
at

de
fin

er
e

1.
La

d
os

st
ar
te

m
ed

be
gr
eb

et
F

so
m

væ
re
nd

e
“e
r
ei
ffe

ltå
rn
et

i
Pa

ris
”.

Fo
r
at

1
ka

n
dæ

kk
e
ov
er

de
tt
e
be

gr
eb
,

sk
al

de
r
fø
rs
t
og

fre
m
m
es
t
fin

de
s
et

ob
je
kt
,s

om
fa
ld
er

in
d
un

de
r

de
t;

de
t
ov
er
la
de
s
so
m

en
øv
el
se

til
læ
se
re
n.

D
er
næ

st
sk
al

ta
lle

t
0
dæ

kk
e
ov
er

be
gr
eb

et
“f
al
de
r
in
d
un

de
r
F

m
en

er
ik
ke

id
en
tis

k
m
ed

ei
ffe

ltå
rn
et

iP
ar
is”

,s
om

,v
ed

at
in
ds
æ
tt
e
be

gr
eb

et
F
,b

liv
er

til
“f
al
de
r
in
d
un

de
r
‘e
r
ei
ffe

ltå
rn
et

iP
ar
is’
,m

en
er

ik
ke

id
en
tis

k
m
ed

ei
ffe

ltå
rn
et

iP
ar
is”

.D
a
de
r
ik
ke

fin
de
s
no

ge
n
ob

je
kt
er
,s

om
fa
ld
er

in
d
un

de
r
de
tt
e
be

gr
eb
,d

æ
kk

er
0
pe

r
de
fin

iti
on

ov
er

de
t;

al
ts
å
dæ

kk
er

1
ov
er
F
.

Fo
r
at

ha
ve

en
de
fin

iti
on

af
ta
lle
ne

se
lv

og
ik
ke

ba
re

hv
ad

de
dæ

kk
er

ov
er
,d

efi
ne
re
rh

an
,a

tn
er

et
ta
l,
hv

is
og

ku
n
hv

is
at

de
r

fin
de
s
et

be
gr
eb
,s

om
n

dæ
kk

er
ov
er
.A

lts
å
er

ta
lle

ne
de
fin

er
et
!

D
er

er
bl
ot

et
lil
le

pr
ob

le
m
.D

iss
e
de
fin

iti
on

er
læ
gg
er

op
til
,a

t
de
r
fin

de
s
m
an

ge
fo
rs
ke
lli
ge

fo
rm

er
fo
r

0,
1
os
v.

D
a
de
tt
e
bl
iv
er

4 F
re
ge

br
ug

er
“i
de

nt
isk

”,
so
m

væ
re
nd

e
at

m
an

ka
n
ud

sk
ift
e
de

to
m
ed

hi
na

nd
en

ud
en

at
æ
nd

re
sa
nd

he
ds
væ

rd
ie
n.
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D
a
im

idlertid
µ(x)→

0
for

x
→
∞
,vil

p
µ(n)−

µ(n
p)−−−→

n→
∞

0,og

b −
1

p
=
√
p·a

p−
1.

(9)

For
p

=
2
har

vialtså
√

2·
a

=
b −

1
2

=
2Γ
(

12 )
Γ(1)=

2 √
π
,

hvor
vived

sidste
lighedstegn

har
brugt

Γ( 12 )=
√
π
(hvilket

kan
vises

uafhæ
ngigt

afdenne
sæ

tning,f.eks.ved
form

len
Γ(x)Γ(1−

x)=
π

sin
π
x ).N

u
harvi,at

a
=
√

2π
og

ved
(9)at

b
p

=
p

−
12
(2π)

1−
p

2
,

hvorved
sæ

tningen
er

vist.

B
lod

på
tanden?

H
ar

du
fået

blod
på

tanden
og

vilvide
m
ere

om
G
am

m
afunktio-

nen,så
skaldu

væ
re

velkom
m
en

tilat
læ
se

m
it

bachelorprojekt
(henvendelse

på
m
10jsj@

m
ath.ku.dk),

der
udover

resultaterne
i

denne
artikelogså

indeholder
en

udvidelse
afG

am
m
afunktionen

tilattagekom
pleksevæ

rdier,sam
ten

m
assesaftigeresultaterom

den
kom

plekse
G
am

m
afunktion.

Litteratur
[EA

]
A

rtin,
E

m
il:

T
he

G
am

m
a
Function,

H
olt,

R
inehart

and
W

inston
(1964).

(O
versat

af
M
.
Butler

fra
den

tyske
originaludgave

“Einführung
in

die
T
heorie

der
G
am

m
a-

funktion”,B.G
.Teubner

(1931)),
http://www.plouffe.fr/simon/math/Artin%20E.
%20The%20Gamma%20Function%20(1931)(23s).pdf.
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H
vad

er
et

tal?

nogetbøvl,væ
lgerFrege

atdefinere
0
som

tallet,derdæ
kkerover

begrebet
“ikke

lig
m
ed

sig
selv”

og
(n

+
1)

tilat
væ

re
tallet,som

dæ
kkeroverbegrebet“lig

m
ed
n”.T

jek
atdennedefinition

faktisk
er

et
specialtilfæ

lde
afden

foregående!
N
u
kunne

m
an

kom
m
e
tilat

tro,at
vivar

fæ
rdige.M

en
alt,

hvad
vihar

gjort,er
at

definere
en

hulens
m
asse.Jovist,vihar

retfæ
rdiggjort

en
eksistens

afdisse
objekter,som

vitillader
os

at
kalde

for
tal.M

en
for

at
det

virkelig
er

tal,så
kræ

ver
det,at

de
opfører

sig,som
viforventer,at

talnu
engang

gør.M
en

hvordan
kan

vioverhovedetsige,hvornåratettalerlig
m
ed

etandettal?
H
vordan

ved
viat

1
er

større
end

0?
H
vad

er
1

+
1?

H
an

lagde
ud

m
ed

at
besvare

identitetsspørgsm
ålet,ved

at
til-

lade
H
um

es
princip

som
et

logisk
aksiom

:

D
efinition

1
(Hum

esprincip)
For

alle
begreber

F
,
G
,gæ

lder
det,

at
tallet,der

dæ
kker

over
F
,er

identisk
m
ed

tallet,der
dæ

kker
over

G
,hvis

og
kun

hvis
der

er
en

en-til-en
korrespondance

im
el-

lem
objekterne,som

falder
under

F
og

G
.

D
ette

viste
sig

dog
at

skabe
kom

plikationer,for
dette

princip
skabte,hvad

der
bliver

kaldt
for

C
æ
sar-problem

et
-som

egentlig
bloter,atprincippetikke

kan
svare

på,om
tallet,dæ

kkende
over

et
begreb

F
,er

identisk
m
ed

Julius
C
æ
sar.Et

fjollet
spørgsm

ål
kunne

m
an

m
åske

tæ
nke,m

en
hum

len
liggeri,atprincippetikke

kan
sam

m
enlignetal,derdæ

kkeroveretbegreb
og

andreobjekter,
der

ikke
nødvendigvis

falder
indenfor

denne
kategori.Frege

var
ikke

tilfreds.
H
ans

løsning
var

at
erstatte

H
um

es
princip

m
ed

noget
bedre,

som
,han

besluttede,skulle
handle

om
udvidelser

afbegreber.En
udvidelse

af
et

begreb
skalses

som
et

objekt,der
“indeholder”

alle
de

objekter,der
falder

under
begrebet.A

ltså
kan

m
an

væ
lge

Fam
øs

septem
ber

2013
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G
am

m
af
un

kt
io
ne
n

G
år

vi
in
d
id

en
ne

fo
rm

el
m
ed

(5
),1

6
få
r
vi

b−
1

p
=

p
p ∏ i=

1
lim n→
∞

 
n

!·
n

i p

i p
(i p

+
1)
·.
..
·(

i p
+
n

) 

=
p

lim n→
∞

p ∏ i=
1

 
n

!·
n

i p
·p
n

+
1

i(
i

+
p
)·
..
.
·(
i

+
n
p
) 

=
p

lim n→
∞

 
(n

!)p
·n

1 p

∑
p i=

1
i
·p
n
p
+
p

(n
p

+
p
)!

 

=
p

lim n→
∞

(
(n

!)p
·n

p
+

1
2
·p
n
p
+
p

(n
p

+
p
)!

)
.

D
en

sid
st
e
lin

je
ga
ng

er
vi

m
ed

1
=

lim n→
∞

p ∏ i=
1

( 1
+

i n
p

)
=

lim n→
∞

p ∏ i=
1

(
n
p

+
i

n
p

)
=

lim n→
∞

(n
p

+
p
)!

(n
p
)!
·(
n
p
)p
,

og
få
r

b−
1

p
=
p

lim n→
∞

(
(n

!)p
·n

1−
p

2
·p
n
p

(n
p
)!

)
.

N
og
le

af
fa
kt
or
er
ne

ka
n
nu

om
sk
riv

es
vh

a.
Le

m
m
a
6.

(n
!)p

=
(n
·a
·n

n
−

1 2
e−

n
+
µ

(n
) )p

=
a
p
·n

n
p
+

p 2
·e
−
n
p
+
p
µ

(n
) .

(n
p
)!

=
a
·(
n
p
)n
p
+

1 2
·e
−
n
p
+
µ

(n
p
) .

In
ds
æ
tt
es

di
ss
e
iu

dt
ry
kk

et
fo
r
b−

1
p

,f
ås

b−
1

p
=
√
p
·a

p
−

1
lim n→
∞

ep
µ

(n
)−
µ

(n
p
) .
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V
ih

ar
ku

n
vi
st
,a

t
fo
rm

el
(5
)
ho

ld
er

på
]0

,1
],
m
en

de
t
er

le
t
at

ud
vi
de

til
R

\Z
≤

0.

Fa
m

øs
se
pt
em

be
r
20
13

D
an

Sa
at
tr
up

N
ie
lse

n
15

at
se

de
t
so
m

en
sla

gs
m
æ
ng

de
af

ob
je
kt
er
,u

de
n
at

de
t
di
re
kt
e

ha
r
no

ge
t
m
ed

m
æ
ng

de
læ
re

at
gø
re
.
H
an

s
fo
rm

ul
er
in
g
af

ha
ns

er
st
at
ni
ng

bl
ev

ka
ld
t
de
t
or
ig
in
al
e
na

vn
“B

as
ic

La
w

V
”:

D
efi
ni
tio

n
2
(B

as
ic

La
w

V)
Fo

r
al
le

be
gr
eb

er
F
,G

,g
æ
ld
er

de
t,

at
ud

vi
de
lse

n
af
F

er
id
en
tis

k
m
ed

ud
vi
de
lse

n
af
G
,h

vi
s
og

ku
n

hv
is

de
t
fo
r
al
le

ob
je
kt
er
a
gæ

ld
er
,a

t
a
fa
ld
er

un
de
r
F
,h

vi
s
og

ku
n
hv

is
a
fa
ld
er

un
de
r
G
.

Fo
ra

td
et
te

ha
vd

e
re
le
va
ns

til
ta
l,
re
de
fin

er
ed
e
ha

n
ha

ns
de
fin

i-
tio

n
af

ta
l,
til

at
et

ta
ld

æ
kk

er
ov
er

et
be

gr
eb

F
,h

vi
so

g
ku

n
hv

is
ta
lle

te
re

n
ud

vi
de
lse

af
be

gr
eb

et
“h

ar
en

en
-t
il-
en

ko
rr
es
po

nd
an

-
ce

m
ed

be
gr
eb

et
F
”.
Ig
en

er
n
et

ta
l,
hv

is
og

ku
n
hv

is
de
r
er

et
be

gr
eb
,s
om

n
dæ

kk
er

ov
er
.D

et
te

er
hv

ad
,d

er
se
ne
re

he
n
sk
ab

te
pr
ob

le
m
er

fo
r
Fr
eg
e
-m

en
in
de
n
vi

bl
ot

fra
st
ød

er
ha

ns
id
ée
r,

så
ka

n
vi

lig
e
se
,
hv

or
da

n
ha

n
br
ug

te
de
tt
e
til

at
vi
se
,
at

de
r
va
r

ue
nd

el
ig

m
an

ge
na

tu
rli
ge

ta
l.

M
ed

id
en
tit

et
sp
ro
bl
em

et
fik

se
t
vi
lle

Fr
eg
e
nu

fin
de

en
lo
gi
sk

m
åd

e
at

re
pr
æ
se
nt
er
e
ta
lle

ne
s
or
de
n;

ha
n
be

slu
tt
ed
e
at

be
ny

tt
e

fø
lg
er
.H

an
de
fin

er
ed
e,

at
n
di
re
kt
e
fø
lg
er
m

if
øl
ge
n
af

na
tu
rli
ge

ta
l,
hv

is
og

ku
n
hv

is
de
r
er

et
be

gr
eb

F
og

et
ob

je
kt
x
fa
ld
en
de

un
de
rF

,s
å
ta
lle

t,
so
m

dæ
kk

er
ov
er

be
gr
eb

et
F
,e

rn
,o

g
at

ta
lle

t,
so
m

dæ
kk

er
ov
er

be
gr
eb

et
“f
al
de
r
un

de
r
F

m
en

er
ik
ke

id
en
tis

k
m
ed

x
”,

er
m
.D

et
er

en
lil
le

m
un

df
ul
d,

m
en

de
t
fa
ng

er
do

g
de
n

in
tu
iti
ve

fo
rn
em

m
el
se

af
dé
t
at

“d
ire

kt
e
fø
lg
e”

ef
te
r
no

ge
t
an

de
t.

Fr
a
de
tt
e
ku

nn
e
ha

n
så

le
t
be

vi
se

at
0
≺

15 .
D
er
m
ed

ku
nn

e
ha

n
de
fin

er
e
n

+
1
so
m

væ
re
nd

e
de
t
ta
l,
so
m

di
re
kt
e
fø
lg
er
n
if
øl
ge
n

af
na

tu
rli
ge

ta
l,
hv

ilk
et

m
ed
fø
re
r
at

1+
1

=
2,

da
ta
lle

t
2
dæ

kk
er

ov
er

be
gr
eb

et
“l
ig

m
ed

1”
.

5 A
lts

å
at

0
<

1
og

in
te
t
na

tu
rli
gt

ta
lfi

nd
es

im
el
le
m

de
to
.
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V
iundersøger

µ(x
+

1)−
µ(x):

µ(x
+

1)−
µ(x)=

∞∑n=
0
g(x

+
n

+
1)−

g(x
+
n)

=
−
g(x)+

lim
m
→
∞
g(m

)

=
−
g(x)+

lim
m
→
∞

(log (1
+

1m

)
m

+
12−

1 )

=
−
g(x)+

lim
m
→
∞

(
log (1

+
1m

)
m

+
log √

1
+

1m
−

1 )

=
−
g(x)+

log(e)+
log( √

1)−
1

=
−
g(x).

Ved
at

indsæ
tte

e
µ(x+

1)−
µ(x)=

e −
g(x)=

e

e log(1+
1x )

x+
12

=
e

(1
+

1x )
x+

12

i(8)
får

vi
f(x

+
1)

f(x)
=
x

for
alle

x
>

0,hvorved
der

ved
Bohr-M

ollerups
sæ

tning
findes

en
konstant

a,så
Γ(x)=

a
f(x)

for
alle

x
>

0.

N
u
er

viklar
tilat

vise
Sæ

tning
4.

Bevis.
D
et

viskalvise
er

blot,at
a

=
√

2π
iLem

m
a
6
og

b
p

=
p −

12(2π)
1−

p
2

iLem
m
a
5.Im

idlertid
får

vibrug
for

næ
sten

alden
teori,vihidtilhar

udviklet
om

G
am

m
afunktionen.Lad

p
∈

N
.

For
at

(i)
fra

Bohr-M
ollerups

sæ
tning

kan
væ

re
overholdt,m

å

b −
1

p
=
p

p
∏i=

1 Γ
(
ip )

.
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H
vad

er
et

tal?

H
ans

sidste
udfordring

var
at

definere,at
der

findes
uendelig

m
ange

naturlige
tal.Selvfølgelig

havde
han

ikke
induktion

tilrå-
dighed,da

han
arbejder

nede
på

det
grundlæ

ggende
niveau,så

han
m
åtte

kom
m
e
på

andre
idéer.

H
an

form
ulerede

sæ
tningen

som

Sæ
tning

3
Tallet,der

dæ
kker

over
begrebet“tilhører

følgen
afna-

turlige
tal,sluttende

m
ed
n”,følger

n
direkte

ifølgen
afnaturlige

tal.Bevisetgiverhan
kun

en
kortskitseaf,da

detellers“would
take

us
too

far
afield”.Et

aflem
m
aerne,der

skalbruges
tilbeviset,er

Lem
m
a
4

H
vis

a
direkte

følger
d
ifølgen

afnaturlige
tal,og

hvis
tallet,

der
dæ

kker
over

begrebet
“tilhører

følgen
af

naturlige
tal

sluttende
m
ed
d”,direkte

følger
d
ifølgen

afnaturlige
tal,så

gæ
l-

der
det,attallet,som

dæ
kker

over
begrebet“tilhører

følgen
afna-

turlige
talsluttende

m
ed
a”,direkte

følger
a
ifølgen

afnaturlige
tal.T

ilatbevise
dette

skaldetbl.a.vises,at
a
ertallet,derdæ

kker
overbegrebet“tilhørerfølgen

afnaturlige
tal,m

en
erikke

lig
m
ed

a”,og
for

at
bevise

dette
skaldet

vises,at
dette

begreb
har

den
sam

m
e
udvidelse

som
begrebet

“tilhører
følgen

af
naturlige

tal
sluttende

m
ed

d”.T
ilat

vise
dette

skaldet
først

bevises,at
intet

endeligt 6
objektkan

følge
sig

selv
ifølgen

afnaturlige
tal.Ja,det

sam
lede

bevis
bliverretlanghåret.Efteraltdette

kunne
han

dog
definere

det
første

uendelige
talℵ

0 7
som

tallet,der
dæ

kker
over

begrebet
“er

et
endeligt

tal”.
6H

an
definerer

endelige
tal

som
tal,

der
tilhører

følgen
af

naturlige
tal

begyndende
m
ed

0.
7H

an
brugte

notationen
∞

1 ,m
en

her
er

brugt
den

m
oderne

notation.
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+
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>
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−
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=
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e −
x
og
x
7→

e
µ(x)hverisæ

rerlogaritm
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=

1x
+

12
x

2
>

0

for
x
>

0.
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∈
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>
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√
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∈
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→
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H
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m
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m
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r
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n
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s
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nedenstående
beskrivelse

af
f
på

intervallet
[0,

12 ]:

f(x)=



0
0
≤
x
<

18 ,

1
18
≤
x
<

16 ,

2
16
≤
x
<

14 ,

f(x)=



4
14
≤
x
<

13 ,

5
13
≤
x
<

38 ,

6
38
≤
x
<

12 ,

10
x

=
12 .

G
rafen

for
f
på
[0
,

12 ]
er

desuden
illustreret

ifigur
1.

V
ikan

nu
konkludere,at

et
heltal

a
ligger

ibilledet
af
f,hvis

og
kun

hvis
a
kan

skrivessom
0
,1
,2
,4
,5

eller6
plusetm

ultiplum
af10,hvis

a
eretikke-negativtheltal,betyderdetnetop,atsidste

cifferi
a
eren

afdeseksm
uligheder.T

ilbageerblotatkonstatere,
at

fra
1
til100

er
der

10·6
=

60
tal,hvor

sidste
ciffer

er
enten

0
,1
,2
,4
,5

eller
6,så

svaret
på

opgaven
er

60.
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Præ

m
ieopgave

og
ekstraopgave

Sjov
m
ed

pizza
–

og
vandm

eloner
Jingyu

She

B
lokkens

præ
m
ieopgave

(23.årgang
nr.1)

Lad
N

væ
re

etnaturligttal.En
pizzakniv

træ
kkes

igennem
en

pizza
N

gange. 9
H
vad

er
detm

aksim
ale

antalstykker,pizzaen
kan

skæ
res

op
i?

Blandtdekorrektbesvarelserm
ed

dertilfølgendebevisudtræ
kkes

en
vinder.Præ

m
ien

lyder
på

et
gavekort

på
100

kr
tilG

A
M
ES

eller
en

autentisk
G
BP

10
efter

vinderens
frie

valg.

B
lokkens

ekstraopgave
(23.årgang

nr.1)
Lad

N
væ

re
etnaturligttal.Etsam

uraisvæ
rd

træ
kkes

igennem
en

vandm
elon

N
gange. 11

H
vad

er
detm

aksim
ale

antalstykker,
vandm

elonen
kan

skæ
res

op
i? 12

Svar
bedes

indsendt
til
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senest

15.oktober.
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træ
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lige
igennem
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10G
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B
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Plant.
11H

er
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viFruit

N
inja:D

et
går

så
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ikke
når

at
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æ
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præ
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H
er

ny
tt
er

‘s
ol
ve
’i
kk
e!

Sv
ar

in
ds
en

dt
af

Su
ne

Pr
ec
ht

Re
eh

(f
ra

fo
rs
id
en

):

La
d
f

:R
→

Z
væ

re
fu
nk

tio
ne
n
gi
ve
t
io

pg
av
en

ve
d

f
(x

):
=
b2
x
c+
b4
x
c+
b6
x
c+
b8
x
c.

En
hu

rt
ig

ud
re
gn

in
g
vi
se
r,

at
fu
nk

tio
ne
n
op

fy
ld
er

f
(x

+
1 2)

=
b2
x

+
1c

+
b4
x

+
2c

+
b6
x

+
3c

+
b8
x

+
4c

=
b2
x
c+

1
+
b4
x
c+

2
+
b6
x
c+

3
+
b8
x
c+

4
=
f

(x
)+

10
.

H
vi
s
a
∈
Z

lig
ge
r
ib

ill
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et

af
f
,v

il
de
r
de
rfo

r
gæ

ld
e,

at
a

+
10
k

lig
ge
r
i
bi
lle

de
t
af
f

fo
r
al
le
k
∈

Z;
fo
r
hv

is
vi

ha
r
a

=
f

(x
),

så
er
a

+
10
k

=
f

(x
+

k 2)
.N

år
vi

sk
al

be
st
em

m
e
bi
lle

de
t
af
f
,

er
de
t
de
rfo

r
til
st
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kk
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ig
t
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un
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rs
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e
hv

ilk
e
af

ta
lle

ne
0
til

9,
de
r
op

tr
æ
de
r
i
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de
t
af
f
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Fu

nk
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ne
n
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er
en
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m
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sv
ag
t

vo
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en
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fu
nk

tio
ne
r,
så
f
er

sv
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e.
D
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en
er
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(0
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0
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f
(1 2)

=
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(0
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10
=
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å
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ne
1
til

9
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n
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n
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æ
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i
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t
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f
på
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1 2[ .
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∈
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nk
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ne
n
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bn
x
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å
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[ k n
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+
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r
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∈
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.
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A
lt
ialt

er
sam

tlige
løsninger

(x
,y)

givet
ved:

(0,0),
(0,1)

og
(

1
+
a

2

1
+
a

3
,
a

+
a

3

1
+
a

3 )
,
a
∈
R
\{−

1}

b)
For

x
=
y

=
√

2
får

vioplagt:

x
=
y

=
√

2
=

2√2
=

1x
+

1y

Idette
tilfæ

lde
er
s

=
√

2.Jeg
påstår,atdisse

x
og

y
m
aksim

erer
s.H

vis
der

enten
gæ

lder
x
<
√

2
eller

y
<
√

2,får
vioplagt,at

s
<
√

2.H
vis

derim
od

x
,y
≥
√

2,får
vi

1x
,

1y
≤

1√2 ,hvilket
giver

os:
1x

+
1y
≤

1√2
+

1√2
=
√

2

D
erm

ed
fårviogså

idette
tilfæ

lde
s≤
√

2.A
ltialter

s≤
√

2
for

alle
x
,y

>
0,hvor

lighed
kun

gæ
lder,hvis

x
=
y

=
√

2.D
erm

ed
er

m
ax

x
,y
>

0 (s)=
√

2.

Løsning
ekstraopgaven

H
vor

m
ange

afde
første

100
naturlige

talligger
ibilledm

æ
ngden

afafbildningen:

f
:R
→

Z
,

f
:
x
7→
b2
xc+

b4
xc+

b6xc+
b8xc,

hvor
b·c

betegner
floor-funktionen? 13

13W
ikipedia

is
your

friend.
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Sjov

m
ed

bogstaver

H
er

nytter
‘solve’ikke!

–
Svar

på
opgaver

fra
FA

M
Ø
S
22.3

Asbjørn
N
ordentoftog

Sune
PrechtReeh

Løsning
afpræ

m
ieopgaven

a)
Find

sam
tlige

(x
,y)∈

R
,der

opfylder
x

3+
y

3
=
x

2+
y

2.
b)

Væ
lg
x
,y
>

0
vilkårligtog

lad
s

=
m

in(x
,y
,

1x
+

1y ).Find
den

størstm
ulige

væ
rdiaf

s.

Svar
indsendtafAsbjørn

N
ordentoft(m

at’12):
a)

H
vis

viantager,at
x

=
0,bliver

ligningen
til:

y
3

=
y

2
⇔

y
2(y−

1)=
0
⇔

(y
=

0
∨
y

=
1)

A
ntag

nu,
at

x
6=

0.
V
i
kan

nu
dividere

igennem
m
ed

x
2,

og
derm

ed
får

vi:

x
3+

y
3

x
2

=
x

2+
y

2

x
2

⇔
x

+
(
yx )

3·x
=

1
+
(
y

2

x
2 )

Sæ
t
nu

a
=

yx ,så
om

skrives
ligningen

til
x

+
a

3·x
=

1+
a

2.H
vis

a
=
−

1
får

vi:

x
+

(−
1) 3·

x
=

1
+

1
⇔

0
=

2,

hvilket
åbenlyst

er
en

m
odstrid.

D
ette

betyder,
at

a
6=
−

1
og

derm
ed

a
3+

1
6=

0.V
ikan

derfor
om

skrive
udtrykket:

x
·(1

+
a

3)=
1

+
a

2
⇔

x
=

1
+
a

2

1
+
a

3
.

D
ette

giver
os

y
=
yx
·
x

=
a· 1

+
a

2

1
+
a

3
=
a

+
a

3

1
+
a

3
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