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Introduktion til ESO1

Introduktion til ES0O1

— Fem HV-spgrgsmal med tilhgrende svar
Maria Bekker-Nielsen Dunbar

Hvad er ES017?

ESO1 er studenterkgkkenet pa IMF! — et sted at opbevare mad
og ting, laese, drikke kaffe, hyggesnakke, lave faellesaftensmad mm.

Hvor er ES017?
ESO01 ligger til venstre for auditorie 5 og 6.

Hvem har lov at vaere i ES01?

IMF-studerende (man skulle ikke tro det ud fra fordelingen af
ESO1-brugere, men mat-gk- og aktuarstuderende ma godt veere i
kokkenet). Veer endelig ikke bange for at kigge derind!

Hvordan kommer man ind i ES01?

Man far adgang til ESO1 ved at udfylde en adgangsseddel (de
findes til venstre for dgren) og aflevere den til en kortansvarlig.
Som kan ses pa dgren, er kortansvarlige pt Alexander Jasper,
Martin Mads og tidligere FAM@Sredaktgr Kristian Poulsen.

Hvad gelder i ES01?

Reglerne kan laeses gverst pa adgangssedlen samt diverse sedler,
der heenger rundt omkring i lokalet (primeert pa dere). Opsum-
meret: Hold stedet peent og lad veere med at sove derinde

'Det svarer til fysikernes DS01 (*det absolutte rum’)

FaMm@s september 2013
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hvor (9) folger af (6), (10) folger af (5), og (11) folger af (8). Da
mp(A€) > 1 — e konkluderer vi at mr(A) < e. Da dette gaelder
for alle ¢ > 0, har vi bevist at mp(A4) = 0. O

Programmel

En klar-til-brug implementering af den s.k. Wichmann & Hill-
generator fglger. Algoritmen er ansteendig nok til personlig brug.

Listing 1 R kode

1| ## Generate pseudo random numbers uniformly between 0 and 1
2| uniform <- local({

3 # A sequence of initial walues

4 x =5

5 y = 11

6 z = 17

7

8 # Make z, y and 2z local static wvariables.

9 f <- function(){

10 x <<= 171 * (x %% 177) - 2 * (x %/% 177)

11 y <<= 172 * (y %% 176) - 35 * (y h/% 176)

12 z <<= 170 * (z %% 178) - 63 * (z %/% 178)

13

14 # The part where we deal with negative z, y and 2z
15 if(x < 0)

16 x <<- x + 30269

17 if(y < 0)

18 y <<- y + 30307

19 if(z < 0)

20 z <<- z + 30323

21

22 return((x / 30269. + y / 30307. + z / 30323.) %% 1)
23 }

24| 1)

25

26 # Print 5 random numbers

27| for (i in 1:5)9

28 print (uniform())

29|

23. argang, nr. 1
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estimerer imidlertid, at det vil tage halvandet drtusinde at lgse
10 x 10 med nuvaerende udstyr — og derfra er der stadig langt til,
at standardudgaven af spillet er lgst.

Figur 2 7 x 7 Hex lgst. Ved at starte spillet pa de sorte felter
kan man gennemtvinge en sejr. De resterende felter angiver, hvor
man som nummer to skal spille for at kunne gennemtvinge en
sejr, skulle den fgrste spiller starte her.

Man kan ret hurtigt overbevise sig selv om, at Hex aldrig kan
ende uafgjort, og der vil altid veere netop én vinder. Helt tydeligt
kan begge spillere ikke vinde. Omvendt, kan man — ved hjzlp af
lidt simpel grafteori — vise, at det ikke kan lade sig ggre, at ingen
af spillerne far koblet sine sider sammen. Derfor er der kun mu-
ligheden tilbage, at spillet altid vil have netop én vinder.

Det er tydeligt, at eftersom samtlige track kan kortlegges, sa
kan man lave et sakaldt spiltree og ud fra dette, finde ud af hvem
der har den vindende strategi. Bemeerk for 2 x 2, at hvis hvid

FAM@S september 2013

vi, at T er mp-malbevarende. Dernaest beviser vi, at enhver T-
invariant meengde A € J er triviel, i den forstand at A har m-mal
0 eller 1.

Bevis. Genkald, at [A\] = max{k € Z;: k < A} for A € Ry og
omskriv 1" pa formen

T(w) = aw — [aw], w e [0,1). (2)
Det er klart, at T er malelig, og i gvrigt har vi fra (2), at
Tw)=aw—(k=1), wel|[kLE) k=1, ,a (3)

For at bevise at T er my-malbevarende, lad «,3 € [0,1) med
a < 8 veere givet. Bemeerk forst, at fra (3) har vi at

T (o, 9) = [ 2570,
k=1
Herfor finder vi ved udregning, at

T(mr)([e, B)) = me (T~ (o, B)))

a
_ +k—1 B+k—1
=Y mp (el B
k=1

= Q —«
=my([a,B)).

Bemsaerk dernaest at {[«, ) C [0,1): o, 8 € [0,1),x < 8} er et feel-
lesmeengdestabilt frembringersystem for Borel o-algebraen Bg )
af delmeengder af [0,1). Dette beviser at T'(mp) = my, altsa at
T er mp-malbevarende.

23. argang, nr. 1
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Hex

For n ulige:

Lad hvid spille i midterfeltet. Da resten af braettet er symme-
trisk, og sort har en vindende strategi, kan hvid blot kopiere sorts
treek symmetrisk.

I begge tilfeelde vil hvid altid have mindst lige s& mange brikker
pa braettet som sort, og eftersom enhver brik aldrig kan veere en
ulempe, sa star hvid mindst lige sa godt stillet som sort. Men sort
havde jo en vindende strategi, s vores antagelse ma vaere forkert.
FErgo har hvid en vindende strategi. O

Denne strategityveri-taktik er et velkendt bevis for symmetri-
ske spil af denne type. Desveerre er det blot et eksistensbevis, sa
det giver os ingen idé om, hvordan en generel lgsning kunne se ud.

For at undga at hvid laegger for steerkt ud, har man mange
steder tilfgjet Swap Rule, der tillader sort at bytte brikker med
hvid efter abningen af spillet. Dog, eftersom der altid findes en
vindende strategi for enten sort eller hvid, kan sort altid vinde
spil, der benytter Swap Rule.

Der er analyseret adskillige traek, som gor, at man kan ngjes
med at kigge pa en brokdel af kombinationerne, nar man prover at
finde de vindende strategier. Kan du gemmemskue nogle af dem?
Spil spillet et par gange med en ven og se om du kan finde frem
til nogle gode tommelfingerregler, og om de altid geelder.

FaMm@s september 2013
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Definition 8 Lad a,c,m € Z, vere ikke-negative heltal, sdledes
at 0 < a <m og 0 < ¢ < m. Den linezere kongruens-generator er
en afbildning L pa {0,...,m — 1} ind i {0,...,m — 1} givet ved

L(y) =ay+c¢ modm, v ef{0,...,m—1}.

Den egentlige produktion af en fglge (wi)rez, af pseudotilfeeldige
tal i [0,1) under den linesere kongruens-generator fas ved at lade
v € {0,...,m — 1} veere givet og sxtte

W = L*(y0),
Ew”\v\\a\su \amNLﬁ.
Bemarkning 9 Lad I veere en afbildning pa Wu e Sﬂlﬁ ind i
MJ e, Sﬂwﬁ givet ved

I'(w) = L(mw)/m, we {2, .. m1y

Fra et matematisk synspunkt er folgen (wg)rez, af pseudotilfeel-
dige tal frembragt af den linesere kongruens-generator sckvivalent
med den af wy = 79/m frembragte omlgbsbane under T, altsa

Luo = (Wk)kez, - (1)

Det ses endvidere ved udregning, at

:EVHQE.fM mod 1, we{l, .. m1y
Lad os tage en time-out til en sludder for en sladder: Den line-
zre kongruens-generator er altsa ikke en pseudotilfzldig genera-
tor i den ideale forstand, som vi har lagt op til indtil videre, for
eksempel er I' ikke en afbildning pa hele [0, 1), men med en veder-
styggelig brug af notation har vi at ﬁ%, cey Sﬂwﬂ, — [0,1) dersom

23. drgang, nr. 1
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Banach-Steinhaus’ satning

og dermed M > ||Tz||. Dermed er M et overtal for
{ITz[l]z € X, |zl <r},
hvilket medfgrer den gnskede ulighed:

M =z sup{[|Tz|| [z € X, [|z]| < r} = [|IT]r

Korollar 2 Lad X og Y vere normerede rum og lad T € B(X,Y).
Da vil der for allex € X ogr >0 findes et ' € X sd |2’ —z| <r
og ||| > 3| T]|r.

Bevis. Ovenstaende geelder klart hvis ||T'|| = 0. Hvis ||T|| # 0,
seettes € = ||T|r. Jf. ovenstiende lemma findes 2/ € X med
|le' —z|| < rsa||Tz'||+e > ||T||r, hvormed det gnskede folger. [J

Satning 3 (Banach-Steinhaus, 1927) Lad A C B(X,Y), hvor X
er et Banach-rum og Y et normeret rum. Hvis suppey | Tz|| < 0o
for alle x € X, vil suppeg || T < 0.

Bevis. Hvis suppeg ||T|| = oo, findes en folge (T3,),>1 1 2A sa
|75 > 4™ for alle n. Seet 29 = 0 og benyt Korollar 2 for 77 og
xg til at bestemme 21 € X med ||z1 — x| < 37! med ||Th21] >
ww\:_ﬁ__. Ved gentagen brug af Korollar 2 opnés nu en fglge
(Xn)n>11 X med ||zp —2n_1]] < 37" og || Thzn| > ww\:__ﬂz__. For
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En idé er, at man for en generel malbevarende afbildning T
kreever, at enhver T-invariant maengde er triviel som f.eks. {2 og

0.

Definition 4 (Ergodisk System) Lad (9, J, P) veere et sandsyn-
lighedsfelt. En malelig afbildning, T', pa €2 ind i Q siges at veere
ergodisk, hvis felgende betingelser er opfyldt:

1. T er P-malbevarende,

2. For enhver masengde A i den T-invariante o-algebra J, sa er
P(A) =0 eller 1.

Kvadruplet (2, §, P,T) kaldes et ergodisk system.

Definitionen af et ergodisk system giver, overraskende nok, lgs-
ningen pa spgrgsmalet. Folgende seetning er endda ogsa ergode-
teoriens ubestridte hgjdepunkt.

Satning 5 (Birkhoffs ergodesatning) Lad (2, §, P) vere et sand-
synlighedsfelt. Hvis T er en P-malbevarende afbildning pa Q ind
1 Q, og X er en integrabel reel stokastisk variabel pa 2, da findes
en nulmengde A i (Q,§, P), sdledes at

n—oo n

1 n—1
lim — MU XoT*w) =E(X |J)(w), dersomw € A°.
k=0

Huis yderligere T er ergodisk, gelder at der findes en nulmengde
A i (Q,3F,P), saledes at

1 n—1
lim — MU X oT*(w) =E(X), dersomw e A°.
k=0

n—oo n,

Beuvis. Se [1]. O

23. argang, nr. 1
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Det filosofiske hjgrne

Hvad er et tal?

Dan Saattrup Nielsen

Det virker maske som et spgjst spergsmal, men ved naermere ef-
tertanke virker det som om, at alle vores definitioner af tal refere-
rer til andre matematiske begreber. F.eks. kunne man maske sige,
at tallet 1 var det objekt, der repraesenterede antallet af nzeser, du
har (hvis vi antager, at du er et nogenlunde normalt menneske);
eller hvis man er til maengdelsere, ville man méaske definere 1 som
{0}. Men begge disse metoder beskriver blot tallet 1 med hhv.
kardinaliteter og maengder. Er det ikke muligt, at definere hvad
et tal er uatheengigt af anden matematik?

Dette er, hvad matematikeren og filosoffen Gottlob Frege (1848-
1925) ville prgve at give sig i kast med. Neermere betegnet ville
han gerne kunne definere alle de naturlige tal udelukkende ved
brug af logik?. Han fik opbygget en yderst elegant og intuitiv
teori, som dog senere hen blev angrebet og endte ud i, at han
opgav teorien fuldsteendigt - dette ledte dog andre filosoffer, savel
som matematikere, til at videreudvikle hans idéer. Vi vil her vise,
hvordan hans teori sa ud, og hvad der fik hele fundamentet til at
smuldre.

Forst og fremmest skal vi lige have et par smating pa plads for
at kunne forstd definitionerne. Et begreb er ment som en grund-
leggende tanke omkring beskrivelsen af objekter - f.eks. er “at
veere rgd” et begreb, da dette kan bruges til at beskrive rgde ob-
jekter. Derudover siger vi, at et objekt falder ind under et begreb,
hvis objektet bliver beskrevet af begrebet - med ovenstaende ek-
sempel kan vi sd sige, at jordbeer falder ind under begrebet “at
veere rgd”.

3Egentlig havde han til mal at daekke al matematik, men han startede nu
engang beskedent ud med tal.
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sammensaetning af T' med sig selv, betegnet ved T", ved

79 = idg,
T"=ToT" ' neN

hvor idg er den identiske afbildning pa 2. Ved den af w frembragte
omlgbsbane under T for et w € €2, betegnet ved T, forstas fglgen

A\.N.S AEV v:mN.T .

Figur 1 En omlgbsbane under transformationen 7.

Lad (92, §) veere et malbart rum og lad wy € Q veere et element i
udfaldsrummet. Lad T veere en mélelig afbildning pa 2 ind i 2 og
lad T}, betegne den af wp frembragte omlgbsbane under 7'. Om-
Igbsbanen under 7" kan visualiseres som i ovenstaende skema. De
idéelle egenskaber hgrende til en god pseudotilfzeldig talgenerator
til generelle formal er lette at blive enige om. Tilstedevaerelsen
af uafhengighed og ensartethed er de geeldende kriterier for en
generators tilstrackkelighed.

Vi vil gerne matematisk afspejle idéen om, at ligefordelingen
bevares af generatoren under iterationer, der baerer et pseudotil-
feeldigt tal over i et andet. Det leder os til studiet af malbevarende
afbildninger, ergodeteorien.

Definition 2 Lad (2, §, P) veere et sandsynlighedsfelt. En malelig
afbildning, T', pa Q ind i €0 siges at veere P-maéalbevarende, hvis
T(P)=P.

23. argang, nr. 1
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Hvad er et tal?

noget bgvl, veelger Frege at definere 0 som tallet, der deekker over
begrebet “ikke lig med sig selv” og (n 4 1) til at veere tallet, som
daekker over begrebet “lig med n”. Tjek at denne definition faktisk
er et specialtilfeelde af den foregaende!

Nu kunne man komme til at tro, at vi var feerdige. Men alt,
hvad vi har gjort, er at definere en hulens masse. Jovist, vi har
retfeerdiggjort en eksistens af disse objekter, som vi tillader os at
kalde for tal. Men for at det virkelig er tal, sa kreever det, at de
opfarer sig, som vi forventer, at tal nu engang ggr. Men hvordan
kan vi overhovedet sige, hvornar at et tal er lig med et andet tal?
Hvordan ved vi at 1 er stgrre end 07 Hvad er 1 + 17

Han lagde ud med at besvare identitetsspgrgsmalet, ved at til-
lade Humes princip som et logisk aksiom:

Definition 1 (Humes princip) For alle begreber F', G, geelder det,
at tallet, der deekker over F, er identisk med tallet, der deekker
over (G, hvis og kun hvis der er en en-til-en korrespondance imel-
lem objekterne, som falder under F og G.

Dette viste sig dog at skabe komplikationer, for dette princip
skabte, hvad der bliver kaldt for Cesar-problemet - som egentlig
blot er, at princippet ikke kan svare pa, om tallet, deekkende over
et begreb F, er identisk med Julius Caesar. Et fjollet spgrgsmal
kunne man maske teenke, men humlen ligger i, at princippet ikke
kan sammenligne tal, der dackker over et begreb og andre objekter,
der ikke ngdvendigvis falder indenfor denne kategori. Frege var
ikke tilfreds.

Hans lgsning var at erstatte Humes princip med noget bedre,
som, han besluttede, skulle handle om udvidelser af begreber. En
udvidelse af et begreb skal ses som et objekt, der “indeholder”
alle de objekter, der falder under begrebet. Altsa kan man velge
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Da imidlertid u(x) — 0 for  — oo, vil pu(n) — u(np) —— 0, og

n—oo

byt =/p-al. (9)

For p = 2 har vi altsa
V2-a=0by'=2T @ T'(1) = 27,

hvor vi ved sidste lighedstegn har brugt I'(3) = /7 (hvilket kan
vises uafheengigt af denne saetning, f.eks. ved formlen I'(z)I'(1 —

r) = ). Nu har vi, at a = /27 og ved (9) at b, = @WH Ami%,
hvorved seetningen er vist. O

Blod pa tanden?

Har du faet blod pa tanden og vil vide mere om Gammafunktio-
nen, sa skal du veere velkommen til at lsese mit bachelorprojekt
(henvendelse pa m10jsj@math.ku.dk), der udover resultaterne i
denne artikel ogsa indeholder en udvidelse af Gammafunktionen
til at tage komplekse veerdier, samt en masse saftige resultater om
den komplekse Gammafunktion.

Litteratur

[EA] ARTIN, EMIL: The Gamma Function, Holt, Rinehart and
Winston (1964). (Oversat af M. Butler fra den tyske
originaludgave “FEinfiihrung in die Theorie der Gamma-
funktion”, B. G. Teubner (1931)),
http://www.plouffe.fr/simon/math/Artiny20E.
%20The%20Gamma%20Function’20(1931) (23s) . pdf.
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Hvad er et tal?

Hans sidste udfordring var at definere, at der findes uendelig
mange naturlige tal. Selvfglgelig havde han ikke induktion til ra-
dighed, da han arbejder nede pa det grundlseggende niveau, sa
han méatte komme pa andre idéer. Han formulerede ssetningen
som

Saetning 3 Tallet, der dekker over begrebet “tilhorer folgen af na-
turlige tal, sluttende med n”, folger n direkte i folgen af naturlige
tal.

Beviset giver han kun en kort skitse af, da det ellers “would take
us too far afield”. Et af lemmaerne, der skal bruges til beviset, er

Lemma 4 Huis a direkte folger d i folgen af naturlige tal, og hvis
tallet, der dekker over begrebet “tilhgrer falgen af naturlige tal
sluttende med d”, direkte folger d i folgen af naturlige tal, sa gel-
der det, at tallet, som dakker over begrebet “tilhorer folgen af na-
turlige tal sluttende med a”, direkte folger a i folgen af naturlige
tal.

Til at bevise dette skal det bl.a. vises, at a er tallet, der dackker
over begrebet “tilhgrer fglgen af naturlige tal, men er ikke lig med
a”, og for at bevise dette skal det vises, at dette begreb har den
samme udvidelse som begrebet “tilhgrer folgen af naturlige tal
sluttende med d”. Til at vise dette skal det forst bevises, at intet
endeligt® objekt kan fglge sig selv i folgen af naturlige tal. Ja, det
samlede bevis bliver ret langharet. Efter alt dette kunne han dog
definere det forste uendelige tal Ro7 som tallet, der daekker over
begrebet “er et endeligt tal”.

SHan definerer endelige tal som tal, der tilhgrer folgen af naturlige tal
begyndende med 0.
"Han brugte notationen co1, men her er brugt den moderne notation.
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Vi undersgger pu(x + 1) — p(z):

wx+1)—p(x) = WU glx+n+1)—g(x+n)
n=0

= —g(x) + lim_g(m)

m—0o0

mal
= —g(z)+ lim A_om T._.%v " IHV

m—0o0

m—0oQ

= —g(x)+ lim Com G + wvs +logy/1+ L — Hv
= —g(x) +log(e) +log(v1) — 1 = —g(x).
Ved at indsaette

ola+l)—p(@) _ (@) _ ¢ - ¢

1yets 1yo+i
elog(1+1)" "2 ﬁ._.mv 2

i (8) far vi

f(@+1)
JET )
f(x)
for alle > 0, hvorved der ved Bohr-Mollerups satning findes en
konstant a, sa I'(x) = af(z) for alle z > 0. O

Nu er vi klar til at vise Saetning 4.

Beuvis. Det vi skal vise er blot, at a = /27 i Lemma 6 og b, =
%|w©i% i Lemma 5. Imidlertid far vi brug for nsesten al den
teori, vi hidtil har udviklet om Gammafunktionen. Lad p € N.

For at (i) fra Bohr-Mollerups saetning kan veaere overholdt, ma

1 < i
b, H@zﬁﬁwv .
i=1 P

23. argang, nr. 1
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Hvad er et tal?

findes stadig i dag - sa hele anden i at logikken ma ligge som et
grundfundament lever stadig.

Litteratur

[1] Frege, Gottlob. Die Grundlagen der Arithmetik. Breslau,
1884. Oversat af Michael S. Mahoney.

[2] Shapiro, Stewart. Thinking about mathematics: the philosop-
hy of mathematics. Oxford University Press, 2000.
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Bevis. Af hensyn til artiklens omfang udelader vi beviset for, at
reekken for p konvergerer, og at p(z) — 0 for z — oo. (For et
bevis se [EA, s. 21-22].

Vi beerer os ad som i beviset ng Lemma 5. Lad forst funktionen
f veere giveet ved f(x) = 2" 2e % TH®) for 2 > 0. Forst viser vi

den logaritmiske konveksitet pa |0, co[. Hvis vi kan vise, at =

_1 _ . N .
272, 2 e % og x — eM®) hver isaer er logaritmisk konvekse, s&

vil deres produkt, f, ogsa veere det. En funktion er konveks, hvis

og kun hvis dens andenafledede er ikke-negativ.
1

x — "7 2 er logaritmisk konveks, da

2 _omAHa\wV = QQ‘MM AA& - Wv _omﬂavv
d

1
H@Oommav._vﬁwmvﬂw.f%vmv

for x > 0.

Ligeledes er z — e~* logaritmisk konveks, da

d2 &2
%com? ) = %Alav =0,

for alle z € R og dermed specielt for x > 0.

Hvis vi kan vise, at  — g(z) er konveks, sd vil z — pu(x) veere
konveks (da konveksitet bevares ved summer og greenseveerdier).

23. argang, nr. 1



61

1 "1u ‘Suedie ‘¢g

-OT)TPUODIIR 19 9P J® ‘10 S[[® WP I0J SO[[eR] UOW ‘[I)S SPUSISLIRA T I9
QUISLIOYIPNY "8[e)dendr 1[oIoted 1o SUTUSIAISPUN [I} SULIS[RYO]
‘sndureo ed
sey uey dojeu jJe us)seu ep ‘sndured po1oj $sl 9 uepn ‘1e8n oI
o8ues UoS0oU I3 I9(] "YU U SO 9[eSOSURD ‘IOSOINUSPP ‘poyIewt
-1odns (114p) 10 ‘oSee[pue) pouI YIUINSPAYPUNS TS ‘190D ‘S1IN0D
PooJ ‘IojurIne)sal oSI[ISPR BSZ0 IopP 1o UPNS9(] "ourgaqy] Ua 30
JouequojUIWIPR( ‘I8(eyo[1oindurod ‘IoY9301[qIq ‘D9IJUdISSOU)Y dI[
‘IO[[RUOUITIPAS SIPPUSPN 0) WIOSRS 9S[e))AUdqJe LI (1} I9)I[IOe]
o8uew )SI[I91)e] BSFO ULPNSOP SOpUY I9(] "QUIDIPSJA 9)eNpPRIS)S
-0d 80 mer eIJ 195310q ‘19999 Ne] O[[® UeW Iopuy sndureoposoy
ed -odwog J3sel 1 po] 110AY ed uopuR (1) OpPUS RIJ B3 1R I9YINU
-TUL ()g B[ Iode) 99(] "3103s jo8ow 1o sndurey) “gep 1 [13 do 3o
QWIS ()16 BIJ IOP[R 9PULISLIRA JR ISFUIUSA( Je Ieiseq S0 arodes
-UIG Je WINIJUSD I0J IS0A 9w} AJey Uo 19831 sndureoposoy SN

pew 3o 3S1joq ‘191911|108} 1919 MSIDAIUN

- jmod  ssoxdpaon- sTTTwed( //:daay
13 SOSIAUSY URY ‘OUISLId) T ST 503010 Sl ‘usrsy 1 I1osfor op Je
9[30U Je IOS[OALINSO( 10 "}0303IstoATun ed jorjRIneaIng 50 ‘oge)
Je powl 91pue 3ol ‘Sej op ‘sndured WO IPI] IGALINS [oYI}IB OPUAI
-eeADpURY] "/¥p Ny’ TeuoTqeuisiut//:d11y vd sopuy ouuny Jia
prundspry 30 ed S0 (I 13 IPUSSPUL 10A9[q Io wos ‘proddeissurl
-RLI0 OYSLIO}ESI[JO USP Je UOISIOA }91I0I0] 13[IR)S S0 JOAINSWO
919190] U I9 [o¥I}IR dUUS(] “)3Isseetusas[oas(do S0 Jpanyny ‘131se;
opeq ‘espeasido uy S1YSLI U IeA (T €107 [ew 13 g1 Isnsne ey
(SNN) 210dedurg jo Ay1s1oAr ) [euorjeyN sotf Sur[syeapn ed rea Sor

SIN uDYIPUOL

ai10deSuig |17 Sulsyaapn sie 13

naaqgasloy

€10¢ Toquides SGINV.I

(9) 2 wos 4o 11 400y
o< RA&vi.T&I@wIaH D= AHV,H

DS Y D D 79 sapulf 4a(] Q ewwa

O 0>7\ §[ D T J[[e 10§
(z)fz

(eI () 1d - d =

()1 () dsad = (1+2)f

ep ‘UOSUIUSI[[RUOTI)UIL]

es8o 1opiAjdo [ -Surajees sdnidfojN-I1og &1y (II1) WNLILILIY J Iop

-147do peuLIap S0 ‘SYPAUOY YSIWILIRGO] USST 1o ISUOI)IUN] 9SYOAUOY

ystuyiredo] je geysnpord {1 —d* " ‘1‘0} O 2 10] ®wsB0 J9p Aihavh

i o 19 ‘Joofp[ ed syoauoy ysmuyire3o] o J v ugge 1o dSo[x
= ,d30[ ep ‘() < T I0J SYOAUOY YSIWILIRGO[ 1o ,d 4~ T J® ‘IoS TA

"ISIA 10 JORTITI]

80 ‘quejsuoy Aryexrdinur uo powr J I} SIS [ IO[INSPR POAID(]

‘Burugees sdns[[ojN-1og ey (1) 8o (1) Iep[Ajdo [ e ‘Iesia TA

0=
() d [ o = (@)/
—d
' U9)JLINSIO]
pou wouonuny oudoaq y + 0>7\y : [ per 8o N 2 d pe ‘swag

0>7\ ¥ > @ ayqv sof
p 0=1
1—d

ps ¥ D 9q juvgsuoy ua sopurf N D d 14901y 404 G WD

uauoIPjunjewiwer)

(47



20

Et ars udveksling til Singapore

neret til “HCO om vinteren” temperatur, sa tro ikke, at man kan
slippe helt veek fra kulden ved at tage til Singapore. I visse audi-
torier er raekkerne ogsa meget taet pa hinanden, sa det bliver lidt
treengt med knae- og benpladsen, og i nogle af auditorierne kan
man undre sig, om der nogensinde er blevet stgvsuget. Men langt
de fleste af de over 30 auditorier pa campus er i fuldstendig ac-
ceptabel stand med godt lysniveau eller stor klar projektorskaerm
(begge opnds sjeeldent samtidig), lydsystem (da auditorierne er
store), ren luft og gode stole med fold-ud bord i armlaenet stort
nok til at stille en beerbar pa.

@velseslokalerne er ogsa at finde i mange forskellige udgaver.
Igen her bliver stolene nogen gange stillet lidt teet, iseer pa FASS
(Faculty of Arts and Social Sciences), men ogsd her geelder, at
lokalerne normalt er helt acceptable. Iszer gvelseslokalerne i ma-
tematikbygningen (S17) er gode, med blgde kontorstole og store
borde. Til matematikbygningen kan desuden naevnes, at der er en
lounge pa fjerde sal med blgde sofaer, dagens avis, whiteboard og
en stor samling matematiske journaler og bgger. Her tilbragte jeg
meget af min tid mellem timer.

Campus er rggfrit og alkoholfrit, og det tages rimelig serigst,
hvis man bliver fanget i at drikke pa kollegievaerelserne. Dog skal
det siges, at sa leenge man er pa god fod med sine naboer og sgrger
for kun at “varme op” pa veerelserne, for derefter at tage videre i
byen, sa kan man godt slippe afsted med det.?

Jeg boede pé et kollegie i det nybyggede University Town (i

8Generelt om hele Singapore kan siges, at love og regler er meget strikse,
men de anvendes utrolig arbitreert. Det er for eksempel ulovligt at udgve
homoseksualitet, men der er ikke nogen, der er blevet straffet for det i mange
ar. Loven er der dog sddan, at den kan anvendes, hvis der skulle blive brug
for det. Man kan godt nogle gange se i medierne, at der bliver drevet klapjagt
pa visse personer.
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Da T' ogsa opfylder (i)-(iii), ma der ligeledes geelde

x

Or) = )i o )
z) = lim

:Loo&A&xTC...ARLviv
for x €]0, 1], hvorved ssetningen er vist. O

Stirlings Formel og Gauss’ Multiplikationsformel

Bohr-Mollerups satning ggr det let at vise identiteter om Gam-
mafunktionen. Vi vil her illustrere dette, ved at vise to store re-
sultater om Gammafunktionen ved hjselp af den.

Saxtning 4 (Stirlings Formel) For z > 0 er

1

[(z) = V2rz® 270, (6)
hvor pu(z) = Y020 g(z +n) og g(x) = (x + 3)log(1+ 1) — 1.

(Gauss’ Multiplikationsformel) For hvert p € N og x € R\ Z<g

D(a) = p" 2 (2m) ZTEN(E) -T2, (7)

Sl

Stirlings formel er en made at approksimere Gammafunktionen
pa ved hjelp af simplere funktioner. u(z) — 0 for z — oo, sd
fejlen ved at se bort fra p bliver mindre og mindre, des stgrre x
bliver.

Gauss’ Multiplikationsformel er en @estetisk sammenhaeng mel-
lem I'(z) og Ewﬂ\m H‘Aaﬂivu der holder for alle naturlige tal p.

Vi viser de to formler ved fgrst at vise to lemmaer, der giver os
formlerne pa nzer nogle multiplikative konstanter. Dernsest fast-

slar vi konstanterne.

23. drgang, nr. 1
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plan pa $8 SGD om dagen. For dette fir man morgenmad og
aftensmad i spisesalen, som ligger i forbindelse med kollegiet. Til
morgenmad kan man valge mellem tre forskellige boder, hhv. ki-
nesisk, vestlig og malaysisk morgenmad. Til aftensmad desuden
indisk og nudler. Maden smager generelt helt fint, selvom man kan
fa mere veerdi for pengene i et hvilket som helst Hawker Centre i
Singapore. Frokost klares pa egen hand, hvor de food court, der
kan findes rundt omkring pa campus, sagtens kan levere frokost
til mellem to og fem SGD per portion.

Fagligt

Generelt er niveauet hgjt - hvis man finder det rigtige niveau!
Dette skal forstas saledes, at finder man et kursus pa det rette
startniveau, sa kan man na rigtig langt i lgbet af semestret. Men
det, at finde et kursus pa det rette niveau, kan godt veere noget af
en opgave, som oftest vil kraeve, at man har en liste pa omkring
8-10 interessante kurser linet op, hvor man sa tager til forste fore-
laesning i dem alle. For eksempel kan naevnes, at jeg som tredjears
Matematik-@konomi studerende tog bade level 3000 og level 4000
kurser, hvor mange af de level 3000 kurser, jeg kiggede pa i star-
ten, simpelthen var for nemme. Jeg endte med at tage folgende
fag i lsbet af mine to semestre:

o EC3101 Microeconomic Analysis 1T

Generelt udmeerket kursus. Professoren (Peter McGee)
var amerikaner. Emner som i kursusbeskrivelsen, dog er den
spilteoretiske del ikke meget at skrive hjem om i forhold til
MAA4264. Folk til foreleesningerne var generelt meget stgjen-
de af en eller anden arsag, maske fordi mange af de lokale
var andetars-studerende, som snakkede med deres sidemand,
enten fordi de ikke gad lytte, eller fordi de ikke forstod, det

FaMm@s september 2013

Bevis. Vi har allerede set, at I'(1) = 1 og at I'(z + 1) = zI'(z)
er opfyldt. At vise, at Gammafunktionen er logaritmisk konveks,
kraever lidt mere arbejde. Et vigtigt (og ikke trivielt) resultat om
logaritmisk konvekse funktioner er, at summen af to logaritmisk
konvekse funktioner igen er logaritmisk konveks. (Dette kan vises
ved Holders ulighed). Et andet vigtigt resultat er, at den punkt-
vise graense af en fglge af logaritmisk konvekse funktioner igen er
logaritmisk konveks. Kombinationen af disse resultater giver, at
integralet af en logaritmisk konveks funktion igen er logaritmisk
konveks. Vi skal altsd blot vise, at o + t*"le™! er logaritmisk
konveks for hvert ¢t > 0.

Lad t > 0 veere givet. Nu vil log(t* " te™") = (x — 1) log(t) — t
veere affin og dermed konveks (kordehzeldningen vil vaere konstant
og dermed svagt voksende som funktion af venstre savel som hgjre
endepunkt).

Antag nu, at f opfylder (i)-(iii). Ved (ii) ser vi, at

flx+n)=(x+n—-1(r+n-2)-...-x- f() (3)
for alle x €]0,00[, n € N, og ved at bruge (i), geelder

f(n) = (n—1)! (4)

Dermed stemmer f overens med I' pa N. Hvis vi kan vise, at de
ogsa stemmer overens pa |0, 1], sd fplger det af (ii), at de stemmer
overens pa hele A\ Z<o. Lad derfor z €]0, 1] veere givet. Ved at
bruge (iii) har vi felgende ulighed for n > 2.

log f(n) —log f(n —1) _ log f(x +n) —log f(n)

T S VR L
< log f(n+1) —log f(n)
- (n+1)—n

23. argang, nr. 1
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Et ars udveksling til Singapore

Jacob Stevne Jgrgensen

37

God teoretisk udbygning af Simplex metoden, koblet pa
et klassisk redskabskursus. Professoren Defeng Sun havde en
god form for humor og var utrolig pragmatisk i sin undervis-
ningsstil. Foreleesningerne 14 dog klokken 19-22 om aftenen,
og han stoppede aldrig for tid.

e MAA4257 Financial Mathematics 11

Dette er et udfordrende kursus, som efter min mening me-
get hurtigt bliver kedeligt, hvis man ikke ved med sikkerhed,
at man skal leve af prisfastsaettelse af optioner resten af sit
liv. Professoren Dai Min gad sjeeldent at fa mikrofonen til
at virke og brugte ikke meget tid pa at gennemga tingene
grundigt. Foreleesningerne 1a desuden ogsa klokken 19-22 om
aftenen.

e MA4264 Game Theory

Rigtig fint kursus, hvor der er meget at dykke ned i. Pro-
fessoren Zhao Gongyun har fgr undervist i Kina og Tyskland
og havde en god undervisningsstil. Forelaesninger dog ogsa
19-22 om aftenen.

e ST4245 Statistical Methods for Finance

Udfordrende kursus med interessante anvendelsesmulighe-
der. Faget handlede om statistiske metoder, hvor middel-
veerdien og variansen ikke antages konstant, men tillades at
variere henover tid. Disse metoder er meget anvendelige pa
aktiepriser etc. Forelaeseren Lim Tiong Wee var altid velfor-
beredt og yderst sikker i sin fremtraeden. Faget var desuden
ogsa meget projektbaseret, hvilken hjalp pa forstaelsen af
stoffet.

Fagligt skal desuden ogsa noteres, at karakteren for et fag ofte
er sammensat af forskellige elementer. En typisk opdeling er at
50-70% af karakteren kommer fra den endelige, ofte to timer uden

FaMm@s september 2013

I resten af denne artikel vil vi vise nogle af disse spsendende
resultater. Vi vil starte med et entydighedsresultat om Gamma-
funktionen.

Entydig karakterisering pa |0, oo|

Det er klart, at der findes uendeligt mange funktioner, der op-
fylder funktionalligningen f(z + 1) = zf(z). Har man én kan
man gange den med en vilkarlig periodisk funktion med periode
1, og man vil fa en ny. Hvis man yderligere kreever, at funktionen
skal antage veerdien 11 1, er der stadig uendeligt mange (hvis f
opfylder funktionalligningen, sa vil % ogsa opfylde funktional-
ligningen og yderligere tage veerdien 1 i 1). Disse to kriterier er
derfor ikke nok til at karakterisere Gammafunktionen entydigt.
Imidlertid er der et tredje kriterium, der sorterer Gammafunktio-
nen ud fra de uendeligt mange andre funkioner, og det er kriteriet
om logaritmisk konveksitet.

Definition 2 En funktion, f, siges at veere konveks, hvis der for
a < x <bgelder

fx) = f(a)

r—a b—a b—=x

En strengt positiv funktion, f, siges at veere logaritmisk konveks,
hvis log f er konveks.

Med ord vil det sige, at en funktion er konveks, hvis heeldningen
af korden mellem to punkter pa grafen vokser, nar hgjre savel som
venstre endepunkt vokser.

23. argang, nr. 1
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Et ars udveksling til Singapore

vil have, og s& henvender man sig hos det institut, hvor faget ud-
bydes. Her skal man sa som oftest have professorens underskrift
pa, at det er ok at tage faget, og s& tager man papiret til cen-
traladministrationen. Dette stykke papir fik jeg brug for begge
semestre for at fa fag, som jeg ellers havde brugt tre uger pa at
prgve at fa.

Konklusion

Konklusionen pa mit udvekslingsophold ma vaere, at jeg er meget
glad for, at jeg tog afsted, og rigtig glad for at jeg valgte to se-
mestre. Selv med overnormering i andet semester med fire fag pa
NUS og bachelorprojekt samtidig i KU-regi (en samlet nominel
belastning pa 60 timer om ugen), som skyldtes, at jeg ikke bestod
et af fagene i forste semester, var jeg rigtig glad for oplevelsen og
vil da ogsa mene, at jeg har leert meget, bade inden for omrader,
hvor KU maske ikke har helt det samme kursus og ogsa alle de
sma ting, der bidrager til en gammeldags dannelse og moderne
forstaelse og respekt for forskelligheder.

How-To: udveksling som studerende pa IMF

Inden du, keere laeser, begynder at planlegge dit eget udveks-
lingsophold, s& hold gje med de vigtige deadlines, og orienter
dig blandt andet i erfaringsrapporterne fra tidligere udrejste stu-
derende. Alle detaljer om dette findes pa den fgrnsevnte http:
//international.ku.dk/. Bemerk specielt, at hvis man pateen-
ker at rejse ud i aret 2014-2015 uden for Europa, sa skal en ansgg-
ning allerede afleveres den 25. september 2013. Inden dette skal
man have fundet ud af, hvilket universitet man vil tage til og sa
fa lagt en motiveret studieplan. Dette kan veere lidt af en udfor-

FaMm@s september 2013

Artikel

Gammafunktionen

— En introduktion

Jacob Stevne Jorgensen

11700-tallet var interpolation en vigtig disciplin blandt matemati-
kere. Det handler om ud fra et givet datasaet at finde en funktion,
hvis graf gennemlgber datasattet.

Det var allerede velkendt, at funktionen f : R — R (eller C — C
for den sags skyld) givet ved f(z) = % giver summen af de x
forste naturlige tal (det x’te trekanttal) for x € N. f interpolerer
saledes trekanttallene.

Det var derfor naturligt for datidens matematikere at spgrge
sig selv: “Er det ogsa muligt at finde en funktion, der interpolerer
fakultetsfunktionen?” Altsa en funktion, der giver z! for x € N,
men ogsa er defineret for andre z-veerdier.™

Gammafunktionen blev opfundet som en lgsning til dette inter-
polationsproblem.

Definition 1 Der skal med Gammafunktionen forstas funktionen
I' :]0, co[— R givet ved

H,ARVH\ t*te~t at.
0

Man kan let vise, at dette integral er endeligt for positive z-
veerdier (se f.eks. [EA, s. 11-12]).

14\Med vores nutidige funktionsbegreb er det klart, at der findes uendeligt
mange funktioner, der interpolerer fakultetsfunktionen. Ved blot at indtegne
punkterne (0,1), (1,1),(2,2),(3,6), (4,24),...,(n,n!),... og forbinde dem pa
en vilkarlig made har man konstrueret en (kontinuert!) lgsning til problemet.
1 1700-tallet var funktionsbegrebet imidlertid ikke sa veludviklet. En funktion
var snarere lig en formel eller et eksplicit udtryk.

23. argang, nr. 1
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Pramieopgave og ekstraopgave

Sjov med pizza

— og vandmeloner

Jingyu She

Blokkens premieopgave (23. argang nr. 1)

Lad N wveere et naturligt tal. En pizzakniv trekkes igennem en
pizza N gange.’ Hvad er det maksimale antal stykker, pizzaen
kan skaeres op i?

Blandt de korrekt besvarelser med dertil fglgende bevis udtraekkes
en vinder. Praemien lyder pa et gavekort pa 100 kr til GAMES
eller en autentisk GBP'? efter vinderens frie valg.

Blokkens ekstraopgave (23. argang nr. 1)

Lad N veere et naturligt tal. Et samuraisverd trekkes igennem
en vandmelon N gange.'! Hvad er det maksimale antal stykker,
vandmelonen kan skeres op i?'2

Svar bedes indsendt til famos@math.ku.dk senest 15. oktober.

9Her bemserkes, at pizzakniven selvfolgelig skal traekkes lige igennem
pizzaen.

0Ginger Beer Plant.

"Her teenker vi Fruit Ninja: Det gar sa hurtigt, at vandmelonen ikke nér
at falde fra hinanden.

12Bemaerk, at besvarelse af denne opgave ikke udlgser nogen praemie. Til
gengeld far de laesere, der indsender en fyldestggrende besvarelse, deres navne
offentliggjort i naeste FAM@s-blad i den raekkefglge, vi modtager jeres svar!
Enhver af vores kaere laesere, der korrekt besvarer fire pa hinanden fglgende
opgaver, kan veelge at fa trykt sit ansigt pa forsiden af FaAm@s.

FaMm@s september 2013

Asbjgrn Nordentoft og Sune Precht Reeh

33

nedenstaende beskrivelse af f pa intervallet ?v

N[
—

IN
IN

IN

IN
- B8R

o= ool O

IAIA

8 8 R

AN A
VANVANRIVAN
l\j\H 0[O Wl

W= Oy 00l
~
—
8
SN~—
8 00lw Wi =

10

Grafen for f pa ?J & er desuden illustreret i figur 1.

Vi kan nu konkludere, at et heltal a ligger i billedet af f, hvis
og kun hvis a kan skrives som 0, 1, 2,4, 5 eller 6 plus et multiplum
af 10, hvis a er et ikke-negativt heltal, betyder det netop, at sidste
ciffer i a er en af de seks muligheder. Tilbage er blot at konstatere,
at fra 1 til 100 er der 10 - 6 = 60 tal, hvor sidste ciffer er enten
0,1,2,4,5 eller 6, sa svaret pa opgaven er 60.

23. drgang, nr. 1
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Sjov med bogstaver

Her nytter ‘solve’ ikke!
— Svar pa opgaver fra FAM®S 22.3

Asbjorn Nordentoft og Sune Precht Reeh

Lgsning af pramieopgaven

a) Find samtlige (z,y) € R, der opfylder z® + y* = 22 + 32,
b) Veelg x,y > 0 vilkarligt og lad s = min(z, y, w + wv Find den
storst mulige verdi af s.

Svar indsendt af Asbjorn Nordentoft (mat '12):
a) Hvis vi antager, at = 0, bliver ligningen til:

Y=y e Py-1)=0<% (y=0Vy=1)

Antag nu, at z # 0. Vi kan nu dividere igennem med z2, og
dermed far vi:

3, .3 2, .2 3 2
riy _rty Auv&.fAMV x=1+ L
22 22 x 22

Seet nu a = ¥, sd omskrives ligningen til z + a* - # = 1 4 o®. Hvis

a = —1 far vi:
r+ (=13 z=14+1 & 0=2,

hvilket abenlyst er en modstrid. Dette betyder, at a # —1 og
dermed a® + 1 # 0. Vi kan derfor omskrive udtrykket:

1+ a?
z-(1+a®)=1+4a®> & z="—""_.
(1+a%) + 1+a3
Dette giver os
Y 1+a®> a+d?
= - r=q- —— = —F
Y=z 14+a3 1+ad
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Asbjgrn Nordentoft og Sune Precht Reeh

Alt i alt er samtlige lgsninger (z,y) givet ved:

1+a? a+ad
0,0 0,1 —_— = R\ {-1
Aav“ Auv OW H_.ITQVWQHITQQ uQ\m /ﬁ “v
b) For x = y = /2 far vi oplagt:
2 1 1
Y V2w oy

I dette tilfelde er s = /2. Jeg pastéar, at disse = og y maksimerer
s. Hvis der enten gaelder x < /2 eller y < /2, far vi oplagt, at
s < /2. Hvis derimod T,y > V2, far vi waw < w“ hvilket giver

o5 111 1
—h o< =t ==2

Ty T V22

Dermed far vi ogsa i dette tilfeelde s < V2. Altialt er s < /2 for
alle z,y > 0, hvor lighed kun gzelder, hvis = y = v/2. Dermed

er max, ,~o(s) = v/2.

Lgsning ekstraopgaven

Hvor mange af de forste 100 naturlige tal ligger i billedmangden
af afbildningen:

fiR—=Z, f:z—|2x]+ |4z]+ [62]+ |8z],

hvor |-] betegner floor-funktionen 2

BWikipedia is your friend.

23. argang, nr. 1



