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Banach-Steinhaus’ satning
Rasmus Sylvester Bryder

Vi vil her give et kort og elementaert bevis for Banach-Steinhaus’
seetning, ogsa kendt under navnet Uniform boundedness principle,
hvis anvendelighed har naermest ingen ende i felter som funktio-

nalanalyse og operatoralgebra. Beviset og dets optakt stammer
fra [2].

For normerede rum X og Y og en lineser afbildning 7: X — Y
defineres
1T = sup{[|Tz[| |z € X, [[=]] <1}.

Der geelder da, at T er kontinuert hvis og kun hvis ||T|| < oo, i
hvilket fald || Tz|| < ||T||||x| for alle z € X (se fx [1, Seetning 4.6 og
4.8]). Maengden B(X,Y) af kontinuerte linezere afbildninger X —
Y er et vektorrum med punktvis addition og skalarmultiplikation,
og T — ||T|| er en norm pa B(X,Y).

Lemma 1l Lad X og Y vere normerede rum og lad T € B(X,Y).
Da vil der for alle x € X ogr > 0 geelde

sup{|[T2'|| |2’ € X, [l — @[l <7} > ||Tr.

Bevis. Lad M betegne ovenstaende supremum. Idet ||y — ¢/|] <
lyll + ||| for y,3" € X grundet trekantsuligheden, har vi at

max{|T(x + 2|, IT( ~ 2} = 3 (1T + )] + |7~ =])
> 2Tz~ (~T2)]| = |IT=]

for alle z € X. For z € X med ||z]| < r vil [|[(x 4+ 2) — z|| < r og
(x — z) — z|| < r, hvormed max{||T(z + 2)||,||T(z — 2)||} < M
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og dermed M > ||T'z||. Dermed er M et overtal for
{IT=]1z € X, |2 <7},
hvilket medferer den gnskede ulighed:

M > sup{|[Tz|||z € X, [|z]] <r} = [T}

Korollar 2 Lad X ogY vere normerede rum og lad T € B(X,Y).
Da vil der for alle x € X ogr > 0 findes et 2/ € X sd |2/ —x| <r
og |Ta'|| = 3||T]lr.

Bevis. Ovenstaende geelder klart hvis ||T'| = 0. Hvis ||T|| # 0,
seettes ¢ = 2||T||r. Jf. ovenstiende lemma findes 2/ € X med
|z’ —z|| < rsd||T2'||+e > ||T||r, hvormed det gnskede folger. [

Satning 3 (Banach-Steinhaus, 1927) Lad 2 C B(X,Y), hvor X
er et Banach-rum og Y et normeret rum. Hvis suppeg || Tx|| < oo
for alle x € X, vil suppey ||T]] < co.

Bevis. Hvis suppeq ||T']| = oo, findes en folge (T),)p>1 1 A sd
| 7| > 4™ for alle n. Seet xp = 0 og benyt Korollar 2 for 77 og
T til at bestemme x1 € X med |71 — 20| < 37! med ||Tyz1] >
2371 T1||. Ved gentagen brug af Korollar 2 opnés nu en folge
(Zn)n>1 1 X med ||y — zn—1]| < 37" og || Tyl = 237"||T5|. For
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s& (zn)n>1 er en Cauchy-folge og konvergerer derfor mod et punkt
z € X. Ved at lade m — oo i ovenstdende fas ||z — z,[| < 337",

hvormed || T (zn — @) || < | Talll2n — 2] < 537" Tul og

[Tozll 2 ([ Toanll = [ Tn(zn — )]

2 1 1
> (22 2) 3|1 = 2371,
> (2= 5)37ITl = 33T
i (5)
Z ~ — 0,
6 \3
s suppeg ||Tx|| = co. Dette viser seetningen. O
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