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— En introduktion
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11700-tallet var interpolation en vigtig disciplin blandt matemati-
kere. Det handler om ud fra et givet datasset at finde en funktion,
hvis graf gennemlgber datasaettet.

Det var allerede velkendt, at funktionen f : R — R (eller C — C
for den sags skyld) givet ved f(z) = w giver summen af de z
forste naturlige tal (det x’te trekanttal) for x € N. f interpolerer
saledes trekanttallene.

Det var derfor naturligt for datidens matematikere at spgrge
sig selv: “Er det ogsa muligt at finde en funktion, der interpolerer
fakultetsfunktionen?” Altsd en funktion, der giver z! for z € N,
men ogsa er defineret for andre z-veerdier.™

Gammafunktionen blev opfundet som en lgsning til dette inter-
polationsproblem.

Definition 1 Der skal med Gammafunktionen forstas funktionen
I' :]0, oo[— R givet ved

[(z) = / t*le~t dt.
0

Man kan let vise, at dette integral er endeligt for positive x-
veerdier (se f.eks. [EA, s. 11-12]).

14\ ed vores nutidige funktionsbegreb er det klart, at der findes uendeligt
mange funktioner, der interpolerer fakultetsfunktionen. Ved blot at indtegne
punkterne (0, 1), (1,1),(2,2),(3,6),(4,24),...,(n,n!),... og forbinde dem pa
en vilkarlig made har man konstrueret en (kontinuert!) lgsning til problemet.
1 1700-tallet var funktionsbegrebet imidlertid ikke s& veludviklet. En funktion
var snarere lig en formel eller et eksplicit udtryk.
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Ved at bruge partiel integration ser man, at Gammafunktionen
opfylder funktionalligningen

I(x+1) =al(x). (1)

Ved at bruge denne funktionalligning gentagne gange ser man, at
forx >0, neNer

FNz+n)=(x+n—-1)(z+n—-2)-...-(z+ Dal(z). (2)

Ved at saette z = 1 i Definition 1 ser man, at I'(1) = 1, og ved
at seette = 11 (2) fas nu

'n+1)=n!, neN,

der viser, at Gammafunktionen rent faktisk interpolerer fakultets-
funktionen. (Dog med forskudt argument).
Fra (2) far vi, at

B I'(xz +n)
Sz 1) (0 —1)

I'(z) x>0, neN
Hgjresiden er veldefineret for x > —n, nar blot « ¢ {0,—-1,—-2,...,
—n+1}. Dermed kan vi udvide definitionsmaengden for Gamma-
funktionen fra ]0, oo[ til R\ Z<o.

Mere end blot interpolation

Skgnt Gammafunktionen blev opfundet som lgsning til et interpo-
lationsproblem, stod det hurtigt klart, at funktionen var interes-
sant i sig selv. Den spiller en vigtig rolle i sandsynlighedsregning
og teoretisk fysik, og den indgar i et veeld af identiteter, bl.a. en
spejlingsformel, der binder den sammen med de trigonometriske
funktioner.
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I resten af denne artikel vil vi vise nogle af disse spsendende
resultater. Vi vil starte med et entydighedsresultat om Gamma-
funktionen.

Entydig karakterisering pa |0, oo|

Det er klart, at der findes uendeligt mange funktioner, der op-
fylder funktionalligningen f(x 4+ 1) = xf(x). Har man én kan
man gange den med en vilkérlig periodisk funktion med periode
1, og man vil fa en ny. Hvis man yderligere kreever, at funktionen
skal antage veerdien 11 1, er der stadig uendeligt mange (hvis f
opfylder funktionalligningen, sa vil % ogsa opfylde funktional-
ligningen og yderligere tage veerdien 1 i 1). Disse to kriterier er
derfor ikke nok til at karakterisere Gammafunktionen entydigt.
Imidlertid er der et tredje kriterium, der sorterer Gammafunktio-
nen ud fra de uendeligt mange andre funkioner, og det er kriteriet
om logaritmisk konveksitet.

Definition 2 En funktion, f, siges at veere konveks, hvis der for
a <z < b geelder

@) = fla)  f0) = fla) _ FOO) = f(=)

T —a b—a b—=x

En strengt positiv funktion, f, siges at veere logaritmisk konveks,
hvis log f er konveks.

Med ord vil det sige, at en funktion er konveks, hvis heeldningen
af korden mellem to punkter pa grafen vokser, nar hgjre savel som
venstre endepunkt vokser.

23. argang, nr. 1



Gammafunktionen

<

y y
T T

|
a x b

Figur 1 En konveks funktion

11922 opdagede de danske matematikere Johannes Mollerup og
Harald Bohr!®, at disse tre kriterier var nok til at karakterisere
Gammafunktionen entydigt.

Satning 3 (Bohr-Mollerups setning) Gammafunktionen opfylder,
atT’(1) =1, atT'(z + 1) = z - T'(x) for alle x € R\ Z<o, og at
Llj0,00( €r logaritmisk konveks.
Hvis f : A — R hvor ]0,00[C A C R opfylder
(1) f(1) =
(ii) f(x+ )—a:f( ) for alle z € A,
(i) fljo,00[ € logaritmisk konveks,

sa er

for alle x € A\ Z<.

5Udover at vaere matematiker var han en glimrende fodboldspiller, der
vandt OL-sglv med det danske landshold i 1908. Han var professor her ved
instituttet, og du har maske prgvet at sidde i hans sofagruppe, der var udstillet
i frokoststuen péa fjerde sal i foraret.
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Bevis. Vi har allerede set, at I'(1) = 1 og at I'(x + 1) = zI'(x)
er opfyldt. At vise, at Gammafunktionen er logaritmisk konveks,
kraever lidt mere arbejde. Et vigtigt (og ikke trivielt) resultat om
logaritmisk konvekse funktioner er, at summen af to logaritmisk
konvekse funktioner igen er logaritmisk konveks. (Dette kan vises
ved Holders ulighed). Et andet vigtigt resultat er, at den punkt-
vise graense af en folge af logaritmisk konvekse funktioner igen er
logaritmisk konveks. Kombinationen af disse resultater giver, at
integralet af en logaritmisk konveks funktion igen er logaritmisk
konveks. Vi skal altsa blot vise, at x +— t* e~ er logaritmisk
konveks for hvert ¢ > 0.

Lad t > 0 veere givet. Nu vil log(t*"le™?) = (z — 1) log(t) — ¢
veere affin og dermed konveks (kordehaeldningen vil veere konstant
og dermed svagt voksende som funktion af venstre savel som hgjre
endepunkt).

Antag nu, at f opfylder (i)-(iii). Ved (ii) ser vi, at

fx+n)=(x+n—-1D(z+n—-2)-...-z- f(z) (3)
for alle z €]0,00[, n € N, og ved at bruge (i), geelder
f(n) = (n—1)! (4)

Dermed stemmer f overens med I' pa N. Hvis vi kan vise, at de
ogsé stemmer overens pa |0, 1], sa folger det af (ii), at de stemmer
overens pa hele A\ Z<o. Lad derfor x €]0, 1] veere givet. Ved at
bruge (iii) har vi fglgende ulighed for n > 2.

log f(n) —log f(n —1) _ log f(z +n) —log f(n)

{

n—(n—1) - (z+n)—n
< log f(n+1) —log f(n)
- (n+1)—n
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Ved brug af (4) fas nu

log(f(z 4+ n)) —log((n —1)!)

T

log(n —1) < < log(n)

Det vil sige
log((n—1)*(n —1)!) < log(f(z+n)) < log(n®(n—1)!)

Ved at tage eksponentialfunktionen pé denne ulighed og herefter
benytte (3), fas
(n—1)%n-1)!
zx4+1)---(x+n—-1)

n*(n —1)!
z(z+1)--(z+n—1)

< f(z) <

Da n ikke lsengere indgar i den midterste term, kan vi opfatte
ovenstaende som to separate uligheder, der begge holder for n > 2.
Altséd mé vi godt operere med forskellige veerdier af n til venstre
og hgjre henholdsvist, og specielt kan vi ga ind i venstresiden med
n + 1, hvilket giver

nn! < flo) < n*(n —1)!
x(x+1) - (x+n) — ~x(z+1)-(z+n-—1)

En simpel manipulation med disse uligheder giver

n n*n!

@) < e < @

og tager vi graenseveerdien for n — oo, far vi

. n*n!
M) = e )

for alle z €]0, 1].
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Da T" ogsa opfylder (i)-(iii), ma der ligeledes geelde

for z €]0,1], hvorved setningen er vist. O

Stirlings Formel og Gauss’ Multiplikationsformel

Bohr-Mollerups sztning ggr det let at vise identiteter om Gam-
mafunktionen. Vi vil her illustrere dette, ved at vise to store re-
sultater om Gammafunktionen ved hjalp af den.

Saxtning 4 (Stirlings Formel) For z > 0 er
IN(z)=+vV 27rxm*%e*x+“(‘”), (6)
hvor p(x) = 32020 9(x +n) og g(x) = (¢ + 3)log(1+ 3) — 1.

(Gauss’ Multiplikationsformel) For hvert p € N og z € R\ Z<
er

I(z) = p*3(2r) T T(2)T(E2) ... T(Z2=h, (7)

Stirlings formel er en made at approksimere Gammafunktionen
pa ved hjelp af simplere funktioner. u(x) — 0 for x — oo, sa
fejlen ved at se bort fra pu bliver mindre og mindre, des storre x
bliver.

Gauss’ Multiplikationsformel er en sestetisk sammenhaeng mel-
lem I'(z) og Hf;ol F(IT‘H), der holder for alle naturlige tal p.

Vi viser de to formler ved fgrst at vise to lemmaer, der giver os
formlerne pa nser nogle multiplikative konstanter. Dernsest fast-
slar vi konstanterne.
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Lemma 5 For hvert p € N findes en konstant b, € R sd
p—1
P(x) = by - p* [ D(£2)
i=0
for alle z € R\ Z<y.

Bevis. Lad p € Noglad f: R\Z<p — R betegne funktionen med
forskriften

p—1
Fla) = p" ] D(22).
=0

Vi viser, at f opfylder (ii) og (iii) fra Bohr-Mollerups satning.
Derved adskiller f sig fra I' med en multiplikativ konstant, og
lemmaet er vist.

Vi ser, at x — p® er logaritmisk konveks for z > 0, da log p* =
xzlogp er affin. Da I" er logaritmisk konveks pa ]0,00], er z —
F(IT”) det ogsa for i € {0,1,...,p— 1}. Produktet af logaritmisk
konvekse funktioner er igen logaritmisk konveks, og dermed opfyl-
der f kriterium (iii) fra Bohr-Mollerups saetning. f opfylder ogsa
funktionalligningen, da

Fla+1) = prHD(El) T(E£2). L p(El) Pz
_ T z+1 £2Y | LT(Ete=ly  zp(z
= p-p'T(*7) T(EF) ... - T(=E=) - 2T(3)
= zf(x)
for alle z € R\ Z<o. O

Lemma 6 Der findes et a € R sa
INz)=a- xx_%e_$+“(m), x>0,

hvor pv er som i (6).
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Bevis. Af hensyn til artiklens omfang udelader vi beviset for, at
reekken for p konvergerer, og at p(z) — 0 for x — oo. (For et
bevis se [EA, s. 21-22].

Vi baerer os ad som i beviset for Lemma 5. Lad ferst funktionen
f veere giveet ved f(z) = 2®=3ev+1@) for > 0. Forst viser vi
den logaritmiske konveksitet pa ]0,00[. Hvis vi kan vise, at = —
x‘”fé, z — e~ % og x — e hver iser er logaritmisk konvekse, sa
vil deres produkt, f, ogsa veere det. En funktion er konveks, hvis

og kun hvis dens andenafledede er ikke-negativ.

1 .
x — %72 er logaritmisk konveks, da

d? g1 d? 1
d z 1
= — (1 2 | — = =
dx<og(x)+ ~ ) :1:+2x2 >0
for z > 0.

Ligeledes er x +— e™* logaritmisk konveks, da

d2 &
@(log(e ) = @(—m) =0,

for alle x € R og dermed specielt for z > 0.

Hvis vi kan vise, at « — g(x) er konveks, sa vil z — u(x) veere
konveks (da konveksitet bevares ved summer og greenseveerdier).
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Men dette svarer netop til, at = — e#(*) er logaritmisk konveks.

2

@) = (o Dlos(1+) 1)

d a;—|-l
= “llog(1+L1y— 2
dx<og< ) x2(1+i)>
-1 P+ - @+ e+ - 5)
22(1+3) 7A(1+ 1)2
2221+ 1)+ 2221+ 1) —a+a(l+2) -}
x4(1+%)2

1
- - s,
224(1 + %)2

for x > 0, sa g er konveks.

Nu mangler vi blot at vise, at f opfylder Gammafunktionens
funktionalligning. Ved at skrive

f(.%' + 1) _ (.%' + 1>x+%e—x—1eu(z+1)
flz) = a%tagle oM@
ser vi, at
1
flz+1) < 1>$+2x -
Jm T (14 = ot(z+1)—p(z) ]
f(z) * x e’ ®)
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Vi undersgger p(z + 1) — p(x):

pla + 1)—u(a) = 3 glo +n+1) - gla +n)
n=0

= ~g(a) + Jim_g(m)

= —g(x) + n%gnoo <log (1 + %)”“F% _ 1>
:—g(:U)—i-ygi_r)nOO(log( %) +log /1 1;—1)
= —g(x) + log(e) + log(V1) — 1 = —g(x).

Ved at indsaette

Q) pe) _ g —  © e
elog(l—i—%)mJrj (1 + l)x""E

i(8) far vi

flx+1)
— =z
f(z)
for alle > 0, hvorved der ved Bohr-Mollerups sztning findes en
konstant a, sa I'(x) = af(x) for alle x > 0. O

Nu er vi klar til at vise Seetning 4.

Bewvis. Det vi skal vise er blot, at ¢ = /27 i Lemma 6 og b, =

p_%(27r)l%p i Lemma 5. Imidlertid far vi brug for neesten al den
teori, vi hidtil har udviklet om Gammafunktionen. Lad p € N.
For at (i) fra Bohr-Mollerups ssetning kan veere overholdt, ma

()
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Gar vi ind i denne formel med (5),' far vi
p | L
nl-ne
bl = p lim | — :
! z’:l"_)w(;(;"'l)'---'(;‘f'”))
B p > _pn+1
= p lim
n—>oo s ’L -+ p (Z + np)

77,' D . TLP _pnP+P
= p lim
n—o00 np + p)

NP -n e .pnp+p
(np + p)! '

= pjm (!

Den sidste linje ganger vi med

Ty (Pt . (np+p)!
1—&&H@+m)=ﬂ&ﬂ( ) = B it

np (np)

og far

nos (np)!

Nogle af faktorerne kan nu omskrives vha. Lemma 6.

1-p
NP .n~2 .ptP
b =p lim <(n) n: b )

()P = (n-a-n""2e TR = b ot o)
(np)' = aq- (np)np+% . e_”P‘FM(”P)‘
Indseettes disse i udtrykket for b, L fas

b; = /p-ad’” L lim ePHn)—u(np)

n—oo

Vi har kun vist, at formel (5) holder pa ]0,1], men det er let at udvide
#1 R \ Z<o.
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Da imidlertid pu(xz) — 0 for x — oo, vil pu(n) — u(np) — 0,08

byt = p-alt (9)

For p = 2 har vi altsa
V2-a=>by'=2r (%) T(1) = 2/7,

hvor vi ved sidste lighedstegn har brugt I'(3) = /7 (hvilket kan
vises uafhaengigt af denne seetning, f.eks. ved formlen I'(z)I'(1 —

.’E) — s ).Nuharvi, ata:mogved (9) a,t bp:p%l(2ﬂ-)1%p’

sinmx
hvorved saetningen er vist. O

Blod pa tanden?

Har du faet blod pa tanden og vil vide mere om Gammafunktio-
nen, sa skal du veaere velkommen til at lsese mit bachelorprojekt
(henvendelse pa m10jsj@math.ku.dk), der udover resultaterne i
denne artikel ogsa indeholder en udvidelse af Gammafunktionen
til at tage komplekse vaerdier, samt en masse saftige resultater om
den komplekse Gammafunktion.
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