Metodeartikel

Sandsynlighedsbaserede

metoder
— Et fgrstehandsindtryk med pseudotilfeeldige tal

Daniel Kjer

For nogle uger siden palagde jeg mig selv den opgave at aflevere
to artikler til FAM@S om Monte Carlo-metoden. Af hensyn til
bekvemmelighed forbindes disse artikler sekventielt, idet forste
artikel indeholder en introduktion til metoderne til frembringelsen
af stokastiske variable (s.k. pseudotilfeldige tal), og den anden
artikel omhandler den egentlige Monte Carlo-metode.

De problemer, vi i det fglgende vil betragte, er forholdsvist
enkle, og vores fremstilling af emnet vil kun kraeve et indledende
kendskab til malteori.

Ved udfeerdigelsen af den foreliggende artikel er der pa ingen
made gjort et forsgg pa at give en fuldsteendig fremstilling af
emnet.

Pseudotilfaldige talgeneratorer

Vi skal nu traede et skridt tilbage og finde en kilde til produktio-
nen af s.k. pseudotilfeldige tal og konverteringen af disse tal til
udfald af ligefordelte stokastiske variable. De fleste algoritmer til
frembringelsen af pseudotilfeeldige tal er pa formen

wi, = I'(wk—1), ke N.

Elementet wg kaldes et seed og siges at initialisere fglgen af pseu-
dotilfzeldige, tal og transformationen I' kaldes en pseudotilfeldig
talgenerator. Det er klart, at det ikke er enhver afbildning, der
kan spille rollen som generator.

Definition 1 Lad (€2,§) veere et malbart rum og lad 7" veere en
maélelig afbildning pa 2 ind i 2. Lad n € N og definér den n-foldige
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sammensaetning af 7" med sig selv, betegnet ved T", ved

70 = idg,
T =ToT" ! neN

hvor idg er den identiske afbildning pa 2. Ved den af w frembragte
omlgbsbane under T for et w € €2, betegnet ved 1, forstas folgen

(T"(W))nez, -

Figur 1 En omlgbsbane under transformationen 7.

Lad (£2,§) veere et mélbart rum og lad wy € €2 veere et element i
udfaldsrummet. Lad T" vaere en malelig afbildning pa € ind i 2 og
lad T;,, betegne den af wp frembragte omlgbsbane under 7'. Om-
lgbsbanen under T" kan visualiseres som i ovenstaende skema. De
idéelle egenskaber hgrende til en god pseudotilfeeldig talgenerator
til generelle formal er lette at blive enige om. Tilstedeveerelsen
af uafheengighed og ensartethed er de gezldende kriterier for en
generators tilstraekkelighed.

Vi vil gerne matematisk afspejle idéen om, at ligefordelingen
bevares af generatoren under iterationer, der baerer et pseudotil-
feeldigt tal over i et andet. Det leder os til studiet af malbevarende
afbildninger, ergodeteorien.

Definition 2 Lad (Q2,§, P) veere et sandsynlighedsfelt. En mélelig
afbildning, 7', pa © ind i 2 siges at veere P-mélbevarende, hvis
T(P)=P.
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Definition 3 Lad (£2,§, P) veere et sandsynlighedsfelt og lad T'
veere en P-malbevarende afbildning pa 2 ind i . En meengde
A € § siges at veere T-invariant, hvis 77'(A4) = A. Ved den
T-invariante o-algebra, betegnet ved J, forstas samlingen {A €
§: T71(A) = A} af T-invariante maengder.

Ovelse: Lad (2, F, P) vaere et sandsynlighedsfelt og lad T
veere en P-malbevarende afbildning pa 2 ind i 2. Bekraeft, at
den T-invariante o-algebra J faktisk er en o-algebra.

Ovelse: Lad (2, §, P) vaere et sandsynlighedsfelt. Lad T
veere en P-malbevarende afbildning pa € ind i Q og lad A €
J veere en meengde i den T-invariante o-algebra. Antag, at
A ¢ {0,Q} og at P(A) € (0,1). Vis, at T(A) C A og forklar
hvorfor det kan veere problematisk at bruge 7" som generator.

I gvelsen er strukturen af den frembragte omlgbsbane antaget
sa simpel, at den ikke lader sig fordele jeevnt over hele udfalds-
rummet.

Spgrgsmal: Lad (0, §, P) vaere et sandsynlighedsfelt. Lad
T veere en malelig afbildning pa 2 ind i 2, og lad T, veere
den af w frembragte omlgbsbane under 7. Hvilke yderligere
betingelser skal T' opfylde, for at fglgende betingelse geelder?

1. Der findes en nulmeengde A i (2,F, P), s T, i en vis
forstand er en replika af 2 for alle w € A°.
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En idé er, at man for en generel malbevarende afbildning 7T’
kraever, at enhver T-invariant meengde er triviel som f.eks. 2 og

0.

Definition 4 (Ergodisk System) Lad (£2,§, P) veere et sandsyn-
lighedsfelt. En malelig afbildning, 7', pa 2 ind i §2 siges at veere
ergodisk, hvis fglgende betingelser er opfyldt:

1. T er P-malbevarende,
2. For enhver maengde A i den T-invariante o-algebra J, sa er
P(A) =0 eller 1.

Kvadruplet (2,§, P,T) kaldes et ergodisk system.

Definitionen af et ergodisk system giver, overraskende nok, lgs-
ningen pa spgrgsmalet. Folgende ssetning er endda ogsa ergode-
teoriens ubestridte hgjdepunkt.

Satning 5 (Birkhoffs ergodesatning) Lad (2, F, P) vere et sand-
synlighedsfelt. Hvis T er en P-malbevarende afbildning pa € ind
18, og X er en integrabel reel stokastisk variabel pa 2, da findes
en nulmengde A i (Q,§, P), sdledes at

n—1

1
lim — Z X oTH(w) =E(X | 3)(w), dersomw € A°.
k=0

n—oo n

Huvis yderligere T er ergodisk, gelder at der findes en nulmaengde
A i (,F, P), sdledes at

n—1

1
lim — Z X oTF(w) =E(X), dersomw e A°.
k=0

n—oo n

Bevis. Se [1]. O
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Definition 6 (Pseudotilfaldig talgenerator) Lad os betragte sand-
synlighedsfeltet ([0, 1),Bg 1), mr), hvor my, er Lebesgue malet pa
Borel o-algebraen B 1) af delmaengder af [0,1). Ved en pseudo-
tilfeeldig talgenerator pa ([0,1),Bjg 1), mz) mener vi en méalelig
afbildning I" pa [0,1) ind i [0, 1), sdledes at folgende betingelse er
opfyldt:

L. Kvadruplet ([0,1),%Bjy 1), mr, ') er et ergodisk system.

At bruge Birkhoff ergodesaetningen til estimation af integraler
er idéen bag Monte Carlo-metoder, og fejlen kan estimeres ved
hjeelp af statistiske standardmetoder.

Korollar 7 Lad I' vere en pseudotilfeldig talgenerator pa sand-
synlighedsfeltet ([0,1),Bg 1), mr). For enhver mangde A € By ;)
findes en nulmengde A i ([0,1),Bg1), myr), sdledes at

n—1

nll—{%o; 140 T%w) =mp(A), dersomw e A°.
=0
Bewvis. Folger af Birkhoff’s ergodesaetning. O

Det er i denne forstand, at omlgbsbanerne for en ergodisk af-
bildning skulle forestille at replikere udfaldsrummet, og det er
denne ideale egenskab, vi vil kraeve fra en pseudotilfeeldig talgene-
rator: Omlgbsbanerne for en pseudotilfeeldig talgenerator rammer
A uendeligt ofte med asymptotisk relativ frekvens mp,(A).

Den letteste og mest populeere algoritme til frembringelsen af
pseudotilfeeldige tal, den s.k. lineere kongruens-generator, blev
udviklet af D. H. Lehmer i 1949, og algoritmen for den linesere
kongruens-generator er modelleret efter en ergodisk transforma-
tion.
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Definition 8 Lad a,c,m € Z, veere ikke-negative heltal, sdledes
at 0 < a < m og 0 < ¢ < m. Den linezre kongruens-generator er
en afbildning L pa {0,...,m — 1} ind i {0,...,m — 1} givet ved

L(v) =ay+c mod m, ve€{0,...,m—1}.

Den egentlige produktion af en fglge (wy)rez, af pseudotilfeeldige
tal i [0,1) under den linesere kongruens-generator fas ved at lade
v € {0,...,m — 1} veere givet og satte

Ve = Lk(’yo)v
wk:’)/k/ma keZJr'
Bemarkning 9 Lad I' veere en afbildning pa {%, e mT_l} ind i
%, e mT_l} givet ved

I'(w) = L(mw)/m, we {2, .., nly

m
Fra et matematisk synspunkt er folgen (wi)rez, af pseudotilfael-
dige tal frembragt af den linesere kongruens-generator sckvivalent
med den af wy = 79/m frembragte omlgbsbane under T', altsa

Ly = (Wk)kez, - (1)

Det ses endvidere ved udregning, at
1“(1,‘)):%.}—1—i mod 1, we{L .. m=ly
m

Lad os tage en time-out til en sludder for en sladder: Den line-
eere kongruens-generator er altsé ikke en pseudotilfeeldig genera-
tor i den ideale forstand, som vi har lagt op til indtil videre, for
eksempel er I' ikke en afbildning pa hele [0, 1), men med en veder-
styggelig brug af notation har vi at {%, cee %71} — [0,1) dersom
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m — oo. | gvrigt viser det sig, at L er periodisk i den forstand,
at der findes et n € N, sdledes at den n-foldige sammensaetning
af L med sig selv er den identiske afbildning. At L er periodisk,
er selvfglgelig acceptabelt, kun hvis perioden er meget stor.

WE+1
1 T

1 Wk

Figur 2 Den ergodiske transfor-
mation T'(w = aw mod 1) for
et a =3.

WE+1
1

1 Wk

Figur 3 Den linesere kongruens-
generator for parametre a =

16838 og ¢/m = 0.236.

Den linexre kongruens-generator er altsd modelleret efter fgl-
gende ergodiske transformation. Se figuren for sammenligning.

Saetning 10 Betragt sandsynlighedsfeltet ([0,1),Bg 1), mr). Lad
a € N,a > 1 vere et naturligt tal. Den malelige afbildning T pa
[0,1) ind i [0,1) givet ved multiplikation med a modulo 1, altsa

T(w) =aw mod 1, we[0,1)

er ergodisk.

Note 11 (Bevisskitse) Vi skal bevise, at ([0,1), B9 1), mr,T) er
et ergodisk system. Vi opdeler vores bevis i to trin: Fgrst beviser
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vi, at T" er my-malbevarende. Dernaest beviser vi, at enhver T-
invariant maengde A € J er triviel, i den forstand at A har mp-mél
0 eller 1.

Bevis. Genkald, at [\] = max{k € Z;: k < A} for A € Ry og
omskriv 7' pa formen

T(w) = aw — [aw], w e [0,1). (2)
Det er klart, at 7" er malelig, og i ¢vrigt har vi fra (2), at
Tw)=aw—(k-1), wel[kE=1 5 k=1, . (3)

For at bevise at T' er my-malbevarende, lad «, € [0,1) med
a < 8 vaere givet. Bemeerk forst, at fra (3) har vi at

a
U a+k 1 ﬁ-l—k 1)

Herfor finder vi ved udregning, at
T(mp)([a, B)) = ML(T_I([a, £)))
:Zm a+k 1 5+k 1))
zﬁfa
= mz([e, §)).

Bemaerk derneest at {[«, 8) C [0,1): o, B € [0,1), 0 < B} er et feel-
lesmaengdestabilt frembringersystem for Borel o-algebraen B 1)
af delmaengder af [0,1). Dette beviser at T'(my) = mp, altsa at
T er mp-malbevarende.
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Det genstar at bevise den anden halvdel. Lad A € J vare en
T-invariant meengde, A = T71(A). Vi skal vise, at mp(A) = 0
eller 1. I tilfeeldet mp(A) = 1 er der intet at vise. Lad os antage
at mp(A) < 1 og vise at mp(A) = 0 ved at vise, at mp(A4) < &
for alle € > 0.

Lad I, = [(m —1)a™",ma™") for n € Nog m = 1,...,a™
Observér forst, at

m—1 moda™* m—1 moda"*+1

Tk(In,m) = [ an—Fk ) an—Fk ), (4)
for k € {0,...,n}. Fra (4) har vi, at
mp(T*(Inm)) = a*mp(Lm)- (5)

Bemeerk dernaest, at

T"(Ipm MAS) CT"(Inm) NT"(AS) CT"(Ipm) N A = A°, (6)
hvor anden inklusion geelder, fordi ogsd A€ er T-invariant og
T(T(A) C T71(A°) = A°. Lighedstegnet folger af (4) idet
T"(Inm) = [0,1). Givet ¢ > 0 findes et n € N og et m €
{1,...,a"}, saledes at

my, (In m N A)
E> ——————~. 7
mL(In,m) ( )
Dette er sekvivalent med

mr(Inm NA) > (1 —e)mp(Lnm)- (8)

Ved udregning har vi altsa, at
mL(AC) > mL(Tn(Invm N AC)) (9)
= a"mp(Ipm N A°) (10)
>a"(1—¢e)mp(Inm) (11)
=1-¢ (12)
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hvor (9) folger af (6), (10) folger af (5), og (11) folger af (8). Da
mp(A°) > 1 — e konkluderer vi at mp(A) < e. Da dette geelder
for alle € > 0, har vi bevist at mp(A) = 0. O

Programmel

En klar-til-brug implementering af den s.k. Wichmann € Hill-
generator fglger. Algoritmen er anstaendig nok til personlig brug.

Listing 1 R kode

1| ## Generate pseudo random numbers uniformly between 0 and 1
2| uniform <- local ({

3 # A sequence of initial values

4 x =5

5 y = 11

6 z = 17

7

8 # Make z, y and 2z local static wvariables.

9 f <- function(){

10 x <<= 171 * (x %% 177) - 2 * (x %/%h 177)

11 y <<- 172 * (y %% 176) - 35 * (y %/% 176)

12 z <<= 170 * (z %% 178) - 63 * (z %/% 178)

13

14 # The part where we deal with negative z, y and 2z
15 if(x < 0)

16 x <<- x + 30269

17 if(y < 0)

18 y <<- y + 30307

19 if(z < 0)

20 z <<- z + 30323

21

22 return((x / 30269. + y / 30307. + z / 30323.) %% 1)
23 }

24| 1)

25

26| # Print 5 random numbers

27| for(i in 1:5){

28 print (uniform())

29| }
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==
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Listing 2 C++ kode

//: MC_intro:Uniform.cpp

// Generate pseudo random numbers uniformly between O and 1
#include <iostream>

#include <math.h> // For wusing "fmod ()"

using namespace std;

float uniform(){
// A sequence of initial wvalues
static int x = 5;
static int y = 11;
static int z = 17;

// Some integer arithmetic required

x = 171 * (x % 177) - 2 *x (x / 177);
y = 172 = (y % 176) - 35 x (y / 176);
z 170 * (z % 178) - 63 * (z / 178);

/* If both operands are nonnegative then the
remainder is nonnegative; if mnot, the sign of
the remainder ts implementation-defined. */
if(x < 0)

x = x + 30269;
if(y < 0)

y =y + 30307;
if(z < 0)

z = z + 30323;

return fmod(x / 30269. + y / 30307. + z / 30323., 1.);

int main(){

// Print 5 random numbers
for(int i = 0; i < 5; ++i){
cout << uniform() << ", ";
}
Y/

I naeste artikel diskuteres, hvorledes pseudotilfeeldige tal be-
kvemt og effektivt kan bruges til frembringe af stokastiske variable
til brug i en Monte Carlo-model.
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