30 Sjov med bogstaver

Her nytter ‘solve’ ikke!
— Svar pa opgaver fra FAM@S 22.3

Asbjorn Nordentoft og Sune Precht Reeh

Lgsning af praemieopgaven

a) Find samtlige (x,y) € R, der opfylder x® + y3 = x> + y>.
b) Velg x,y > 0 vilkarligt og lad s = min(z,y, % + %) Find den
storst mulige verdi af s.

Svar indsendt af Asbjorn Nordentoft (mat ’12):
a) Hvis vi antager, at x = 0, bliver ligningen til:

V=9 e yly-1)=0< (y=0v y=1)

Antag nu, at  # 0. Vi kan nu dividere igennem med z2, og
dermed far vi:

3 3 2 2 3 2
Py @ ﬁ;y @x+<y) .x:1+<y>

2 T z 2

Seet nu a = £, sa omskrives ligningen til = + a’-x =1+ a® Hvis
a = —1 far vi:

s+ (1P z=1+1 & 0=2,

hvilket abenlyst er en modstrid. Dette betyder, at a # —1 og
dermed a® + 1 # 0. Vi kan derfor omskrive udtrykket:

1 2
z-(14+ad®)=14+d> & x:%.
Dette giver os
Y 14+a®> a+d?
= — T =qQ- =
Y=z 14+a3 1+a?
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Alt i alt er samtlige lpsninger (x,y) givet ved:

1+a® a+a®
0,0 0,1 —_— R\ {-1
0,0), (0.1) og <1+a3’1+a3>7a€ \(-1)
b) For x =y = /2 far vi oplagt:
2 1 1
Y V2 oy

I dette tilfeelde er s = v/2. Jeg pastar, at disse = og y maksimerer
s. Hvis der enten geelder z < v/2 eller y < /2, far vi oplagt, at
s < /2. Hvis derimod z,y > /2, far vi %,i < %, hvilket giver
0s:

1 1 _ 1 1
V2

i< =

Ty V2 V2
Dermed far vi ogsa i dette tilfeelde s < /2. Altialt er s < /2 for
alle z,y > 0, hvor lighed kun geelder, hvis z = y = /2. Dermed

er maxz ,~0(s) = V2.

Lgsning ekstraopgaven

Hvor mange af de forste 100 naturlige tal ligger i billedmaengden
af afbildningen:

fR—=Z, f:x~|2z|+ |4z]|+ [62]+ [8z],

hvor |-| betegner floor-funktionen?'3

BWikipedia is your friend.
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Her nytter ‘solve’ ikke!

Svar indsendt af Sune Precht Reeh (fra forsiden):

Lad f: R — Z veere funktionen givet i opgaven ved
fz) = [22] + [4x] + [62] + [8z].
En hurtig udregning viser, at funktionen opfylder

flea+3) =22+ 1]+ [dz+ 2] + |62+ 3] + |8z + 4]
= [2z| +1+ |4z +2+ |62] +3+ [8z| +4
= f(x) + 10.

Hvis a € Z ligger i billedet af f, vil der derfor gelde, at a 4+ 10k
ligger i billedet af f for alle k € Z; for hvis vi har a = f(z),
sa er a + 10k = f(z + %) Nar vi skal bestemme billedet af f,
er det derfor tilstraekkeligt at undersgge hvilke af tallene O til 9,
der optraeder i billedet af f. Funktionen f er en sum af svagt
voksende funktioner, sa f er svagt voksende. Desuden er f(0) =0
og f(3) = f(0) + 10 = 10, s& tallene 1 til 9 kan kun optreede i

billedet af f pa intervallet }0, % [

For n € N er funktionen x — |nx | konstant pa ethvert interval
[%, % {, hvor k er et heltal. Mindste fzelles multiplum af 2,4,6

og 8 er 24, og f er derfor konstant pa intervallerne [i, %[ for
)
at udregne veerdierne f (%) for k = 0,1,...,24, hvorved vi far

k € Z. For at bestemme f pa intervallet [0 1} behgver vi kun
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nedenstaende beskrivelse af f pa intervallet {0,

N[
—_

4 l<cgpcl
1 1> 37
0 0§$<8, 5 1o, o3
_ 1 1 _ 3> 8"
flz)=4q1 §<z<g, flz) = 3 ;
6 s<r<s
2 §<w<j ® &
6—'7; 4 1

Grafen for f pa [O, %} er desuden illustreret i figur 1.

Vi kan nu konkludere, at et heltal a ligger i billedet af f, hvis
og kun hvis a kan skrives som 0, 1,2, 4,5 eller 6 plus et multiplum
af 10, hvis a er et ikke-negativt heltal, betyder det netop, at sidste
ciffer i a er en af de seks muligheder. Tilbage er blot at konstatere,
at fra 1 til 100 er der 10 - 6 = 60 tal, hvor sidste ciffer er enten
0,1,2,4,5 eller 6, s& svaret pa opgaven er 60.

23. argang, nr. 1



34

Her nytter ‘solve’ ikke!

Figur 1 f: R — Z pa intervallet {0, %}

10 °

0 0.125 0.25 0.375 0.5
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