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Hvad er et tal?

Dan Saattrup Nielsen

Det virker maske som et spgjst spgrgsmal, men ved nsermere ef-
tertanke virker det som om, at alle vores definitioner af tal refere-
rer til andre matematiske begreber. F.eks. kunne man maske sige,
at tallet 1 var det objekt, der repraesenterede antallet af naeser, du
har (hvis vi antager, at du er et nogenlunde normalt menneske);
eller hvis man er til maengdelaere, ville man méaske definere 1 som
{0}. Men begge disse metoder beskriver blot tallet 1 med hhv.
kardinaliteter og maengder. Er det ikke muligt, at definere hvad
et tal er uatheengigt af anden matematik?

Dette er, hvad matematikeren og filosoffen Gottlob Frege (1848-
1925) ville prove at give sig i kast med. Naermere betegnet ville
han gerne kunne definere alle de naturlige tal udelukkende ved
brug af logik3. Han fik opbygget en yderst elegant og intuitiv
teori, som dog senere hen blev angrebet og endte ud i, at han
opgav teorien fuldstaendigt - dette ledte dog andre filosoffer, savel
som matematikere, til at videreudvikle hans idéer. Vi vil her vise,
hvordan hans teori sa ud, og hvad der fik hele fundamentet til at
smuldre.

Forst og fremmest skal vi lige have et par smating pa plads for
at kunne forsta definitionerne. Et begreb er ment som en grund-
leggende tanke omkring beskrivelsen af objekter - f.eks. er “at
veere rgd” et begreb, da dette kan bruges til at beskrive rgde ob-
jekter. Derudover siger vi, at et objekt falder ind under et begreb,
hvis objektet bliver beskrevet af begrebet - med ovenstaende ek-
sempel kan vi sa sige, at jordbeer falder ind under begrebet “at
veere rgd”.

3Egentlig havde han til mal at deekke al matematik, men han startede nu
engang beskedent ud med tal.

Fam@s september 2013



Dan Saattrup Nielsen

Frege definerer sa, at tallet 0 dekker over et begreb, hvis det,
lige meget hvad a er, altid holder, at a ikke falder ind under begre-
bet. Altsa hvis begrebet eksempelvis er “menneske uden hjerne”,
sa for at et objekt kan falde under et sidan begreb, kraever det, at
objektet er et menneske og ikke har en hjerne. Men da et sadant
objekt ikke eksisterer (haber jeg steerkt pa), vil det derfor geelde,
at tallet 0 deekker over “menneske uden hjerne”. Bemserk, at vi
ikke har defineret hvad tallet 0 er, men kun hvad dette mystiske
objekt daekker over.

Herfra definerer han sa rekursivt, at tallet (n 4 1) daekker over
et begreb F', hvis der findes et objekt a, som falder ind under F,
og at tallet n dackker over begrebet “falder ind under F', men er
ikke identisk® med a” - for at forsta dette en smule bedre vil vi
forspge at definere 1. Lad os starte med begrebet F' som veerende
“er eiffeltarnet i Paris”. For at 1 kan daekke over dette begreb,
skal der fgrst og fremmest findes et objekt, som falder ind under
det; det overlades som en gvelse til laeseren. Dernsest skal tallet
0 dackke over begrebet “falder ind under F' men er ikke identisk
med eiffeltarnet i Paris”, som, ved at indsatte begrebet F', bliver
til “falder ind under ‘er eiffeltarnet i Paris’, men er ikke identisk
med eiffeltarnet i Paris”. Da der ikke findes nogen objekter, som
falder ind under dette begreb, dackker 0 per definition over det;
altsd deekker 1 over F.

For at have en definition af tallene selv og ikke bare hvad de
daekker over, definerer han, at n er et tal, hvis og kun hvis at der
findes et begreb, som n daekker over. Altsd er tallene defineret!
Der er blot et lille problem. Disse definitioner laegger op til, at
der findes mange forskellige former for 0, 1 osv. Da dette bliver

“Frege bruger “identisk”, som vezerende at man kan udskifte de to med
hinanden uden at sendre sandhedsveerdien.
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noget bgvl, veelger Frege at definere 0 som tallet, der daekker over
begrebet “ikke lig med sig selv” og (n + 1) til at vaere tallet, som
dackker over begrebet “lig med n”. Tjek at denne definition faktisk
er et specialtilfaelde af den foregaende!

Nu kunne man komme til at tro, at vi var faerdige. Men alt,
hvad vi har gjort, er at definere en hulens masse. Jovist, vi har
retfzerdiggjort en eksistens af disse objekter, som vi tillader os at
kalde for tal. Men for at det virkelig er tal, sa kraever det, at de
opferer sig, som vi forventer, at tal nu engang ggr. Men hvordan
kan vi overhovedet sige, hvornar at et tal er lig med et andet tal?
Hvordan ved vi at 1 er stgrre end 07 Hvad er 1 + 17

Han lagde ud med at besvare identitetsspgrgsmalet, ved at til-
lade Humes princip som et logisk aksiom:

Definition 1 (Humes princip) For alle begreber F', G, gaelder det,
at tallet, der daekker over F', er identisk med tallet, der dsekker
over GG, hvis og kun hvis der er en en-til-en korrespondance imel-
lem objekterne, som falder under F' og G.

Dette viste sig dog at skabe komplikationer, for dette princip
skabte, hvad der bliver kaldt for Cesar-problemet - som egentlig
blot er, at princippet ikke kan svare pa, om tallet, deckkende over
et begreb F', er identisk med Julius Ceesar. Et fjollet spgrgsmal
kunne man maske taenke, men humlen ligger i, at princippet ikke
kan sammenligne tal, der dackker over et begreb og andre objekter,
der ikke ngdvendigvis falder indenfor denne kategori. Frege var
ikke tilfreds.

Hans lgsning var at erstatte Humes princip med noget bedre,
som, han besluttede, skulle handle om udvidelser af begreber. En
udvidelse af et begreb skal ses som et objekt, der “indeholder”
alle de objekter, der falder under begrebet. Altsd kan man velge
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at se det som en slags maengde af objekter, uden at det direkte
har noget med maengdelere at ggre. Hans formulering af hans
erstatning blev kaldt det originale navn “Basic Law V”:

Definition 2 (Basic Law V) For alle begreber F', G, gelder det,
at udvidelsen af F' er identisk med udvidelsen af G, hvis og kun
hvis det for alle objekter a galder, at a falder under F', hvis og
kun hvis a falder under G.

For at dette havde relevans til tal, redefinerede han hans defini-
tion af tal, til at et tal deekker over et begreb F', hvis og kun hvis
tallet er en udvidelse af begrebet “har en en-til-en korrespondan-
ce med begrebet F”. Igen er n et tal, hvis og kun hvis der er et
begreb, som n daekker over. Dette er hvad, der senere hen skabte
problemer for Frege - men inden vi blot frastgder hans idéer, si
kan vi lige se, hvordan han brugte dette til at vise, at der var
uendelig mange naturlige tal.

Med identitetsproblemet fikset ville Frege nu finde en logisk
made at repraesentere tallenes orden; han besluttede at benytte
fglger. Han definerede, at n direkte fglger m i folgen af naturlige
tal, hvis og kun hvis der er et begreb F' og et objekt x faldende
under F', sa tallet, som dackker over begrebet F', er n, og at tallet,
som daekker over begrebet “falder under F' men er ikke identisk
med z”, er m. Det er en lille mundfuld, men det fanger dog den
intuitive fornemmelse af dét at “direkte fglge” efter noget andet.
Fra dette kunne han s& let bevise at 0 < 1. Dermed kunne han
definere n 4+ 1 som vaerende det tal, som direkte fglger n i fglgen
af naturlige tal, hvilket medfgrer at 1 + 1 = 2, da tallet 2 deekker
over begrebet “lig med 1.

5Altsd at 0 < 1 og intet naturligt tal findes imellem de to.
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Hans sidste udfordring var at definere, at der findes uendelig
mange naturlige tal. Selvfglgelig havde han ikke induktion til ra-
dighed, da han arbejder nede pa det grundlseggende niveau, sa
han méatte komme pa andre idéer. Han formulerede ssetningen
som

Satning 3 Tullet, der dekker over begrebet “tilhgrer folgen af na-
turlige tal, sluttende med n”, folger n direkte i folgen af naturlige
tal.

Beviset giver han kun en kort skitse af, da det ellers “would take
us too far afield”. Et af lemmaerne, der skal bruges til beviset, er

Lemma 4 Huis a direkte folger d @ folgen af naturlige tal, og hvis
tallet, der dakker over begrebet “tilhgrer folgen af naturlige tal
sluttende med d”, direkte folger d i folgen af naturlige tal, sa geel-
der det, at tallet, som deekker over begrebet “tilhorer folgen af na-
turlige tal sluttende med a”, direkte folger a i folgen af naturlige
tal.

Til at bevise dette skal det bl.a. vises, at a er tallet, der dackker
over begrebet “tilhgrer fglgen af naturlige tal, men er ikke lig med
a”, og for at bevise dette skal det vises, at dette begreb har den
samme udvidelse som begrebet “tilhgrer fglgen af naturlige tal
sluttende med d”. Til at vise dette skal det forst bevises, at intet
endeligt® objekt kan fglge sig selv i folgen af naturlige tal. Ja, det
samlede bevis bliver ret langharet. Efter alt dette kunne han dog
definere det forste uendelige tal Xo7 som tallet, der deekker over
begrebet “er et endeligt tal”.

SHan definerer endelige tal som tal, der tilhgrer fglgen af naturlige tal
begyndende med 0.
"Han brugte notationen oo, men her er brugt den moderne notation.
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Frege kom igennem hele det ovenstaende bevis og fik bevist, at
der er uendeligt mange tal og vigtigere, at tallene kunne defineres
logisk (han mente ogsé, at Basic Law V var selvindlysende logisk).
Ni ar senere, i ar 1902, fik Frege et brev fra Bertrand Russell. 1
dét fremlagde Russell et paradoks, som han lige havde opdaget -
et paradoks, som nu kaldes Russells paradoks:

Lad R veere begrebet, der dekker over et objekt x, hvis og
kun hvis der er et begreb F, sidan at z er udvidelsen af
F, og at x ikke falder under F'. Lad nu r veere udvidelsen
af R og antag at r falder under R. Da findes der et begreb
F, s r er udvidelsen af F', og r ikke falder under F. Jf.
Basic Law V falder r heller ikke under R, modstrid. Altsa
ma r ikke falde under R. Dermed findes der et begreb F
(nemlig R), sa r er udvidelsen af F', og r ikke falder under
F'. Men per definition af R betyder dette, at r falder under
R, modstrid.

Dermed er Basic Law V inkonsistent. Frege sendte et hgfligt
brev tilbage til Russell, hvori han nzevnte, at Russells opdagel-
se var ekstraordinger, og vil betyde en masse fremskridt indenfor
logikken, men at det desveerre ogsa gjorde, at hele Freges arbej-
de gik til grunde. Efter dette forsggte Frege at redde, hvad han
kunne, men han endte med at opgive hele projektet. Russell tog
dog faklen op og konstruerede hans egen teori fra bunden, kaldet
typeteori, hvor han undgik disse problemer. Der forskes stadig
i typeteori den dag i dag som et fundament for al matematik.
Hans teori bruger dog aksiomer, som ikke kan retfeerdigggres ud
fra logik alene, sa Freges forsgg pa at opbygge al matematik ud
fra logik er i stedet blevet genoptaget af nylogicismen, som gar
tilbage og begynder fra Humes princip igen. Disse “nylogicister”
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findes stadig i dag - sa hele anden i at logikken ma ligge som et
grundfundament lever stadig.
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