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ikke indeholdt i andre hyperplaner end dem i U, sa det er nok at
finde en sektion A med m(A4) = m.

Lad v veere vektoren fra m til O; per Lemma 4 ligger v i nor-
malrummet til L i m, og den er dermed ikke linezert uatheengig af
normalvektorerne til hyperplanerne i U. Lad nu H veere hyperpla-
nen gennem m med normalvektor v, og lad K vaere det halvrum
der afgreenses af H og ikke indeholder O. Da er m = m(K), sa
det er nok at finde en sektion som stgder op til m og er indeholdt
i K. At dette er muligt folger nu af beviset for Lemma 1. O

%) sektioner

Saetning 11 Hyperplanerne i V opdeler R™ i Y1 (;
safremt enhver mangde af op til n hyperplaner i V' har lineert
uafhaengige normalvektorer og der ikke findes n + 1 hyperplaner
i 'V med ikke-tom fellesmengde, og en sidan konfiguration er

mulig at opna for ethvert n og s.

Bevis. Lad der veaere givet k£ hyperplaner Hiy,...,Hp i V med
Dwnp H; # (). Per anden antagelse er k < n, og per fgrste antagel-
se har Hy,..., H sd linesert uafheengige normalvektorer. Vores
antagelse efter Lemma 1 er dermed opfyldt, sa vi kan bruge Lem-
ma 10 til at konkludere at for enhver delmeengde U af V' med
hgjst n elementer findes der en sektion A med V4 = U.

At det er muligt at opna denne konfiguration ses ved at placere
hyperplaner en af gangen. Nar en hyperplan placeres skal dens
normalvektor ikke ligge i de delrum af R™ der udspzendes af op til
n — 1 normalvektorer for tidligere placerede hyperplaner, og dette
er muligt da disse delrum har dimension hgjst n—1. Desuden skal
hyperplanen ikke placeres sa den indeholder et skaeringspunkt for
n tidligere placerede hyperplaner, hvilket er muligt da der kun er
tale om endeligt mange punkter. O

23. argang, nr. 2
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Laeser du ikke normeret? UD!

Normeret tid eller ingen tid

Sagens kerne er, at regeringen (og hele forligskredsen bag refor-
men, dvs. alle Folketingspartier med undtagelse af Enhedslisten)
vil have de studerende hurtigere igennem studiet. Derfor indfgres
der pr. 1. juli 2014 en pligt for universiteterne om at tilmelde alle
studerende kurser til en veerdi af 60 ECTS-point hvert ar. Man
vil altsd blive tvunget til at tilmelde sig kurser svarende til et
normeret studie, og det uanset om man i det foregaende ar har
dumpet kurser. Framelding vil ikke veere tilladt. Det vil abenlyst
give vanskeligheder for mange studerende, hvorfor Studenterra-
det har stort fokus pa netop denne proces. Denne regel er dog et
lovkrav, og derfor kan KU ikke sendre den pa egen hand.

Derudover vil KU pa eget initiativ indfeére et krav om, at hver
studerende bestar 45 ECTS pr. ar. Hvis dette krav ikke overhol-
des, vil det medfgre udskrivelse af den studerende fra universite-
tet, medmindre der opnas en dispensation. Studenterreprassentan-
terne betragtede dette KU-tiltag som overfladigt og problematisk
for de studerende.

Endelig vil KU gendre reglerne for orlov, sa det fremover kun vil
veere muligt at tage seks maneders ubegrundet orlov pa bachel-
ordelen. Pa kandidatdelen vil det ikke veere muligt at tage orlov.
Denne ekstra skaerpelse i forhold til regeringens udspil faldt ogsa
studenterrepraesentanterne for brystet. Imidlertid argumenterede
adskillige af KU’s ansatte pa mgdet for, at dette er ngdvendigt,
da KU ellers skal betale for de studerendes orlov. Det skal forstés
pa den made, at hvis KU opfylder visse krav om en reduktion
af den gennemsnitlige gennemfgrelsestid, sa vil de f4 en bonusbe-
villing. Nar gennemfgrelsestiden opregnes teeller orlov dog med,
hvilket betyder, at KU rammes pa pengepungen, nar studerende
tager orlov.

FAM@S november 2013
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punkt pa linjestykket. Men dette er umuligt, da restriktionen af
d til en linje ikke har noget lokalt maksimum. O

Vi vil anvende Lemma 3 pa afslutningerne af sektionerne i R™
og pa affine delrum af R".

Lemma 4 Nar A er et affint delrum af R™, er m(A) det unikke
punkt pd A med den egenskab at normalrummet til A i m(A)
indeholder O.

Bewvis. Pythagoras. O

Lemma5 Lad Hy, ..., Hy vare hyperplaner iV med NY_y H; # 0.
Da er m(NY_, H;) ikke indeholdt i andre hyperplaner i V end
Hy,... Hy.

mmim.>5§mmn§HSADMAHHN.@_Vommmmwwbmmwamﬁwmm<.
Per Lemma 4 er O indeholdt i normalrummet til N}_, H; i m, si
vektoren fra m til O er en linearkombination af normalvektorerne
for Hy,...,Hg. Da er O indeholdt i den hyperplan som fas ved
at udvide H N ADMAHH m@v med normalvektorerne for Hi, ..., H,

hvilket er i modstrid med vores valg af O. O

Definition 6 For hver sektion A af R" defineres V4 til at veere

maengden af hyperplaner i V' der indeholder m(A).

Lemma 7 For enhver sektion A er m(A) = m(Ngey, H).

Bevis. Per definitionen af Vy ligger m(A) i L = Nyey, H, og

der findes en omegn omkring m(A) i L der ikke skeerer andre
hyperplaner end dem i V4. Hele denne omegn er derfor indeholdt

23. argang, nr. 2
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v1,...,05_1 til at veere de forste k — 1 basisvektorer; ydermere fo-
retager vi en parallelforskydning der placerer et punkt i M.AHH H;
i origo. Da har H; ligningen z; = 0 for 1 < ¢ < k — 1, mens Hy
har ligningen Muwulw m;x; = 0 for nogle reelle tal m;. Vi skifter nu
fortegn pa de x; for hvilke m; er negativ; herefter er m; > 0 for
alle 4.

Hyperplanerne Hy, ..., Hj_; opdeler nu R” i 2¥=1 sektioner,
bestemt af fortegnene pa de fgrste k—1 koordinater af x. Sektionen
med x; > 0 for 1 < ¢ < k—1 skaeres ikke af Hy, for i denne sektion
er MUwHJH m;x; > 0 for alle punkter. Men hvis vi parallelforskyder
H;. til hyperplanen med ligningen wﬂ\w m;x; = € for et vilkarligt
e > 0, sa vil der findes punkter med x; > 0 for 1 <i < k — 1 men
MUMGHMH m;x; < €. Der er dermed skabt en ny sektion. Da der kun
er endeligt mange sektioner, kan vi sikre os at ingen sektioner
forsvinder ved denne flytning ved blot at veelge e tilstraekkelig
lille.

Bemeerk desuden at vi ogsa kunne have flyttet Hy den anden
vej, og derved opdelt sektionen med z; < Ofor 1 <i<k—1. [O

Vi kan derfor fra nu af antage at hvis en maengde af hyperpla-
ner i V har ikke-tom feellesmeengde, sa er deres normalvektorer
lineaert uafheengige. Dette betyder specielt at faellesmeengden af k
hyperplaner i V enten er tom eller et (n — k)-dimensionelt affint
delrum.

Vi far ogsa brug for fglgende observation:

Lemma 2 Lad y vere et punkt beliggende pa netop k hyperplaner
iV, og lad A og B veere to forskellige regioner der stgder op til
y. Da er det muligt at veelge k — 1 hyperplaner ¢ V indeholdende
y saledes at der findes on omegn om y i fellesmengden af disse
hyperplaner hvor alle punkter er indeholdt i enten A eller B.

23. drgang, nr. 2
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Sylvesters kriterium

at dens adjungerede er givet ved

1 4 4
* —_—
AT = - 0 2-3
Regneregler for adjungering er sare simple og ganske vigtige: der
geelder, at

(AB)* = B*A*, (M + pds)* = ML + 15, (A = A

for alle Ay, Ay € My, B € M, 0g A, n € C. En kompleks n xn -
matrix A kaldes selvadjungeret eller hermitisk hvis A* = A.

I tilfeelde af, at nogen har glemt et ekstremt relevant koncept fra
LinAlg, bliver det kort genopfrisket her: ved en egenvektor for en
matrix A € M, forstas en vektor z € C", sa x ikke er nulvektoren,
og Az = Az for et A € C. X kaldes i dette fald den til = hgrende
egenveerdi for A. A kaldes diagonaliserbar, hvis der findes en ba-
sis for C™ bestaende af egenvektorer for A. Et centralt og ganske
uomstaendigt resultat fra lineser algebra lyder, at egenveerdierne
for A netop er rgdderne til det sdkaldte karakteristiske polyno-
mium defineret ved A — det(A — AI,) (6.1.8), s& ved Algebraens
Fundamentalssetning har enhver kompleks matrix A i alt n egen-
veerdier talt med multiplicitet (summa summarum: de behgver
ikke at veere forskellige).

I det folgende opfattes enhver vektor z € C" endvidere automatisk

som en n x 1-matrix og enhver 1 x 1-matrix som et komplekst
tal. Vi definerer et indre produkt pa C" ved

n
(my) =y'z =z
i=1

FAM@S november 2013
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pa dennes led:
2 4 7 11 16 22
V \% \% \% \%
2 3 4 5 6
\% \% V \%
1 1 1 1

Vi har nu to differensfglger. En linezer fglge vil have en konstant
differensfglge (da en linje har konstant heeldning). Ved at betragte
de tre folger (hvoraf den sidste er konstant) kan man teenke, at
vores oprindelige fglge af maksimale antal pizzastykker ma vaere
pa formen

S(n) = An* + Bn+C

Idet den midterste ma veere en lineser differensfplge. Ved at udnyt-
te, at S(1) = 2,85(2) =4, 5(3) = 7 fas nu fplgende ligningssystem:
A+B+C=2
4A+2B+C =4
9A+3B+C =7

Vi Igser ligningssystemet:

111 2 1 1 1 2 11 1
4 2 1 4| BBl 9 3 4 0 -2 -3
9 3 1 7| B9 |0 —6 —8 —11| BBz 1g o 1

Det fremgar heraf, at C =1, B = w“ A= w og altsa bliver antallet
af stykker pizza som funktion af antal snit

2
2
m@nﬁgsmz.

23. drgang, nr. 2



g Iu ‘Suesie ‘¢g

"S1pegs S1S[eIaTes (T°T°L) SUIS[SoIoUIOI I9P[eRS I9POTSIPUR)ISTO J[R IopU)
“(fi ‘) 10§ WOy fi - T USUOIRIOU 1} JUBA SIOW SYSEW 10 OPUSIOPNIS A[SON;

"TILIDUWSIUDYIL] 2400 UD 4D )V 4[]
10 $aPaIDs YA D [] TLMDUL JDPPUN UD SIPUL VIN D Y Trppws sya)d
~woy 4aay 40, (06T ‘SulursessSuussiie|ndueny sinydg) ¢ Suiujesg

‘Susrpaddowr Sipjuepio
U POUL JSIG] I9)IRIS [\ OPUIS[F] 19P T 9SSRW U 93)9p 9JNIq e
13 Towmoy 1 {(ggL) I D T siseqreniiouo)io ue Ig3pn Ioflgs
SUQp SIAY] UNY S0 SIAY ‘IR)IUN I9 XLIJRWI-1 X U US e ‘Ioysny TA

= .00
= .0 SWAY “pun soppey Y[ 3 /) XIjeW ug g uonuyaq

*98181A 19D 11 N

O MDY A BSYR Y =Y s

“L_.&.:K =

(zy‘z) = (2 ‘) =

2,(TY) = 2V, =2y,T =
(zzy) = (v'2y) = Jlz]x

[1A ®(] "% I0)NA
-U930 OPUAIGY[I) UO PO / 10] TPIRAUIGED U0 19 Y e ‘Sejuy ‘smog

‘9779
-9 49 Tg0U Jasabunlpoajas ua 4of saipiwausabo 2]]y T ewwa

[ o8ueSpur
osyordwoy] powr (Wi ‘1) = fi So (Yx‘ " ‘IT) = T I0I0INOA IO}

11

19phig 1931san|Ag snwisey

€10¢ IoqUIaAOU SGINV

UOSUOIOHIP 30 Pof 110AY vd UOSULIONIP Je U0S[@] JUIes JIUS [RIUe 19}
-Jo 1oupiIo ezzId IoyyA)S [RIUR SFI[NUI }SIG)S Je USS[P] NU j3eIlog

“IOYYAY)S [eIUR S[RUWISYRUIL JoP SIR{SPN
PIA® 1A [1A opew suuap v ‘(do usezzid Ia[[9) POUl SULYHIUS SID[RY[S
80 uorzzid 10] uopn 30p ox00e[d J0[q 1A ey ‘4und 3o I USPURUIY
IoIeyS }US O} PUS 9IoW oYYl s ‘uoezzid 10J USPUI JIUS 39 Sopuly
oYY Jop SIAY ‘3o[reled Io jIUs 303Ul BS ‘9))IUS ouUUNY [IA PI[ IA
Je ‘uIe[y 10 19 “[und J0AIS 10 T USPURUIY IoIeys Iop ‘Iolfur] 09
pue aIow 19 JLIP[e Iop Je jures o[o[[eled Io oI op BS ‘}IUS SoIOA
983ee] uey j0[q 1A ep ‘9Ig3 3IS ope[ pPII[e Uey 9319(] "I9SULIRNS U
poA ezzid IoyjA)1S 1Sof € J® [12 MI)e] orewido uop oIeA 19p [IA
‘I9A0 YIUS oI93I[PI} o[ I0IeNS PIYE IR} SUULD Pall IA B(]

" ge=1(9)591 = (9)s ‘11 = (})S
J9] URW ISPUY ©(] MUPUS JPI[ 91)RSIIO] URW URY ‘[IA URU SIAF]

rezzid ToA)s AAS e] MSIIe]
Juel 1A UeY 1us a[pal) jop pea uewl F = (g)g ‘¢ = (1)g 10} wos
IA TRJ YI)¥R) SUUOP POJAl "IOAO JIUS 9I0SI[PI) 9FI[JUIeS IoIRS IA BS
‘983 TA [IA JIUS 9)SRU J9(] "UIPIW WOUUIST B3 oXNI op IoAGTq

aneSdoaiwzead ed Suiusg

0S



12

Sylvesters kriterium

Bewvis. Vi viser dette ved induktion efter n; i tilfseldet n = 1 er
der intet at vise (seet U = I7). Antag derfor, at seetningen geelder
for komplekse n X n-matricer; vi viser ud fra dette, at ssetningen
holder for (n + 1) x (n + 1)-matricer. Lad derfor A € M1,
og lad A vaere en egenveerdi for A med en tilhgrende egenvektor

xz € C". Da vil )
Tl = 77
[l
ogsa vaere en egenvektor for A hgrende til A\. Maengden {z;} kan
nu udvides til en basis {21, ..., 2,11} for C**1jf. (4.5.12) og ved
Gram-Schmidt-ortogonalisering (7.1.8) opnas en ortonormalbasis
??..;uziwmOaﬁ:Lwﬁw,\oﬂSH :m:_mﬁ Hap.hmammq/\mﬂm

matricen givet ved

Q«HANH N:‘Ivv

altsa med sgjle i lig vektoren z;, vil U dermed veere uniteer. Den
forste sgjle i matricen U* AU er nu produktet U* AUe; jf. (1.3.5),
hvor e; = (1,0,...,0) € C"*'. Bemeerk, at U~! = U*, hvormed
Uei =2 = x1 og U '2; = e, sdledes at

U*AUe; = U*A(Uey) = U*Azy = U*(Axy) = MU tz1) = dey,
hvor vi brugte, at x1 var egenvektor for A. Altsa vil

.. (A B
Q>Q|o§ a )

hvor B er en 1 x n-matrix, 0,1 er en n x 1-matrix med nuller

overalt og Aj er en n X n-matrix (vi har skrevet U* AU som en
blokmatriz). Ved induktionsantagelsen findes en uniteer matrix

FAM@S november 2013

Laeserbidrag

Lgsning pa praemieopgave

— 23. argang, nr.1

Anders Druedahl og Martin Andersen

Denne artikel er en besvarelse af fglgende opgave:

"Lad n € N. En pizzakniv trekkes igennem en pizza n gange.
Hvad er det maksimale antal stykker, pizzaen kan skeres op i7"

Vi gor os fgrst folgende observationer:
— Den fgrste skeering vil altid efterlade os med to stykker
pizza.

— Et nyt stykke pizza fremkommer ved at en skaering rammer
et stykke pizza.

— At en skeering rammer k stykker pizza er sckvivalent med
at en skeering rammer tidligere skaeringer i k — 1 forskellige
punkter.

Antag pizzaen er konveks, som vi kender den. Vi starter med at
bemaerke, at hvis pizzaen skaeres igennem midten vil vi altid fa
det dobbelte antal stykker som overskaeringer, altsa bliver antal
stykker pizza som funktion af antallet af snit s(n) = 2n for n € N.
Her ses et eksempel s(3) =2 - 3:

Den anden mulighed, som ikke giver s paene stykker (men et
stort antal stykker), er at prgve at sksere si mange tidligere snit
over som muligt uden at skeere igennem tidligere skeeringer. De
to forste snit vil veere de samme som i tilfeeldet ovenover, dog

23. argang, nr. 2

49
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Sylvesters kriterium

Bevis. Tag jf. ovenstaende setning en uniteer matrix U saledes at
T = U*AU er en gvre trekantsmatrix. Da er

det(A — AL,) = det(U*(A — AI,)U) = det(T — AI,)

for alle A € C, sdledes at egenvaerdierne for A netop er egenveer-
dierne for T'. Lades Aq,...,\, vaere diagonalelementerne i T', ses
hurtigt, at

det(T — M) = (A=A1) - (A=), A€C,

da T er en gvre trekantsmatrix. Altsa er egenveerdierne for T lig
diagonalelementerne i T'. Da

det(A) = det(UTU*) = det(T) = A1+ - A,
fglger det gnskede. O

Korollar 5 For enhver selvadjungeret matrix A € M, findes en
ortonormalbasis af egenvektorer for A, og egenverdierne knyttet
til de n egenvektorer er netop de n egenveerdier for A. Hermed er
A diagonaliserbar.

Bevis. Lad U € M, veere en unitaer matrix, siledes at U*AU er
en gvre trekantsmatrix jf. Schurs triangulariseringsseetning. Da

(U*AU)* = U*A*(U*)* = U*A*U = U* AU,

er U*AU ogsé en nedre trekantsmatrix, idet den er lig (U* AU )*,
hvormed U*AU er en diagonalmatrix D € M,,. Sgjlevektorerne
i U udggr en ortonormalbasis for C", da U er uniter. Lad z;
veere den 7’te sgjlevektor i U. Da vil Ue; = z;, hvor ¢; er den i’te

FAM@S november 2013
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Sparerad til studerende: Bliv

falskmgntner
— Men pas pa: du bliver let afslgret...

Blokkens preemieopgave (23. argang nr. 2)

Du har brug for en pakke smager og betaler med 8 manter,
hvoraf netop én er falsk og dermed vejer mindre end en agte
mgnt. Kantinedamen fatter mistanke om, at den ene mont er

falsk. Hun har en vagt med to skale, som kan vise hende,

hvilken skal har det tungeste indhold.

Kan kantinedamen finde den falske mont ved at veje kun to

gange?
Kunne hun gore det samme, hvis smggerne havde kostet hhv. 9
eller 10 mgnter?

(Ovenstaende opgave er fra en ydre kilde.)

Blandt de korrekte besvarelser med dertil fglgende bevis udtraek-
kes en vinder. Praemien lyder pé et gavekort pa 100 kr til GAMES
eller en autentisk GBP® efter vinderens frie valg.

Blokkens ekstraopgave (23. argang nr. 2)

Du har nu faet dig et studiejob i kantinen. I mellemtiden er de
andre studerende blevet mere udspekulerede, sa et vilkarligt antal
af deres monter er falske. En falsk mont vejer 22/7 gram, og en

@gte vejer m gram.

Forst efter en hel time i kassen kommer du i tanker om, at der

er falske monter i omlgb. Du skal nu bestemme, hvor meget af

kassebeholdningen udgores af falske monter. Du smider derfor

SGinger Beer Plant.

23. argang, nr. 2
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Sylvesters kriterium

Lemma 6 (Grassmanns formel) Lad Wi og Wa vere underrum af
et endeligdimensionalt vektorrum V. Da wvil

dim Wy + dim Wy = QMEAS\M + S\wv + Q.MEAS\M N S\wv.

Bewvis. Definér en linezer afbildning f: Wy @ Wo — W1 4+ Wy ved
f(z,y) = x +y. [ er surjektiv. Hvis f(z,y) = 0 for en vektor
(r,y) € Wi ®Wa, vilz+y =0 og dermed y = —x i V. Endvidere
vilz € Wi og & = —y € Wo, s& x € W1 N Ws. Dermed vil

ker f C {(z, —z)|x € W1 N Wa}.

Omvendt ses, at f(xz,—x) = 0 for alle z € W1 N Wa, s kernen er
lig ovenstaende maengde.

ker f er et underrum af Wi & Ws. Definéres nu en afbildning
g: ker f — W1 N Wy ved g(x,y) = z, er det let at vise, at g
er linezer og en isomorfi. Altsd er dimker f = dim(W; N Wa),
hvormed vi ved Dimensionsssetningen (4.7.7) far

dim Wy + dim Wy = QMBAE\M D S\wv
= dim(f (W71 @ W3)) + dim(ker f)
= dim(W; + Wh) + QMEAS\H N S\mva
og dermed det gnskede. O

Nu er vi beredte og bevaebnede til teenderne med en kavalkade af
evergreens inden for setninger om matricer. Tally-ho!

Definition 7 En matrix A € M, er positivt definit, hvis z* Az > 0
for alle x € C™, hvor z ikke er nulvektoren.

Lemma 8 FEn selvadjungeret matrix A € M, er positivt definit,
hvis og kun hvis alle dens egenveerdier er strengt positive. Specielt
er determinanten af A positiv, hvis A er positivt definit.

FAM@S november 2013
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not the R code, you use the echo= option. What happens is

<<echo=true>>= will ensure that both the R code and the re-

sult is printed, while <<echo=false>>= only produces the result.
A combination of the two could then be something like:

<<echo=false,results=tex>>

Producing only the result mid-sentence is done by inserting R
code into \Sexpr{}.

Happy sweaving!

Now, if you have to run your entire analysis on a different dataset
or have to run similar codes over and over again with miniscule
differences, you have the tools and the opportunity to avoid abun-
dant copy-pasting of your R code and figures into your IXTEXfiles.
Isn’t that just dandy?
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18

Sylvesters kriterium

Definition 9 Lad A € M,. For £k = 1,...,n kaldes den k X k-
matrix, der opnas ved at slette de sidste n—k raeckker og sgjler i A,
for den k ’te ledende undermatriz af A. Den k’te ledende underde-
terminant af A er determinanten af den k’te ledende undermatrix

af A.

Satning 10 (Sylvesters kriterium) Lad A € M, veere selvadjunge-
ret. Da er A positivt definit hvis og kun hvis dens ledende under-
determinanter er positive.

Bevis. Antag forst, at A er positivt definit, lad k£ € {1,...,n}
og lad Ay veere den k’te ledende undermatrix af A. For enhver
vektor € CF forskellig fra nulvektoren defineres & € C" ved
Z=(x1,...,2,0,...,0), hvor x = (z1,...,xp). Specielt er & ikke
nulvektoren, og ved direkte udregning indses, at

¥ Apx = TF AT > 0,

sdledes at Ay er positivt definit. Specielt fas ved Lemma 8, at
determinanten af Ay, er positiv og dermed fas den ene implikation.

Den anden retning vises ved induktion efter n, hvori starttil-
feeldet n = 1 er klart. Antag derfor, at det geelder for alle selvad-
jungerede n X n -matricer, at positivitet af de ledende underdeter-
minanter medfgrer, at matricen er positivt definit, og lad A veere
en selvadjungeret (n + 1) x (n + 1)-matrix med positive leden-
de underdeterminanter. Ved Lemma 8 ses, at det er nok at vise,
at egenveerdierne for A er positive. Grundet induktionsantagelsen
vil den n’te ledende undermatrix af A veere positivt definit; kald
denne for A,. Eftersom A er selvadjungeret, findes ved Korollar
5 en ortonormalbasis z1,..., 2,+1 af egenvektorer for A med til-
hgrende egenveerdier Aq, ..., \y41, som udger alle egenveerdier for
A. Vi kan ved omarrangering sgrge for, at Ay < --- < A1, idet

FAM@S november 2013
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dence goes at the beginning of a line. You save this chunk of code
in your TiXeditor as an .Rnw-file, not a .tex-file.> This example
is saved as famos.Rnw.

This is because any Sweave file goes through the following pro-
cedure: It is written as an .Rnw, which is then turned into a .tex,
which in turn is compiled to .pdf.

In order to turn the .Rnw file to a .tex file you execute the
following command in R:

7msmm<mA=mmEom.muS=v

which produces something you can then compile from your TEXedtior

or take the ’sweavecut’, which is the following R code:

system("pdflatex famos.tex")

followed by

system("open famos.pdf")

to see if everything looks the way you would like it to.

Please note, you will probably have to move the Sweave.sty file
from your R directory to your I¥TEXfiles in order to compile the
tex-file. Alternatively you can do what I refer to as 'the FAM®s
way’ and put the style file in the same folder as the .tex-file.

A sweave and a half

As R is used for more than just changing the working directory,
here is another example:

°If this seems very scary you could also choose the option 'New R Swea-
ve’ in RStudio, which produces a .Rnw-file. This file can be compiled from
RStudio by clicking the button ‘Compile PDF’

23. argang, nr. 2
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Sylvesters kriterium HowTo

Sweaving R and BTEX

og dermed Apyq > -+ > Ag > 0. Eftersom Maria Bekker-Nielsen Dunbar
AL Apy1 =det A > 0, The main demographic of this student
publication is based in the Department
ma A; > 0, sa alle egenveerdier for A er positive, hvormed A er of Mathematical Sciences at UCPH,
positivt definit. Induktion giver nu den anden retning for alle n, as such this article assumes familiarity
og altsa fglger Sylvesters kriterium. O with R and BTEX and will attempt to
introduce Sweave from that vantage po-
int.
Litteratur

One of the first questions I ever considered regarding R is answe-
red in the FAQ part of the R-project webpage:
2.12 Why is R named R?
The name is partly based on the (first) names of

[1] Kumaresan, S. Sylvester Criterion for Positive Definiteness,
University of Hyderabad, Department of Mathematics and
Statistics, 2004.

[2] Pedersen, Niels Vigand. Foreleesningsnoter til lineger alge- the first two R authors (Robert Gentleman and Ross
bra, 2. udgave, Kgbenhavns Universitet, Matematisk Afdeling, Thaka), and partly a play on the name of the Bell Labs
2009. language, S

[3] Prasolov, Viktor Vasil’evich. Problems and theorems in linear You can now either continue to point 3.7% What is S? in that same
algebra, American Mathematical Society, 1994. FAQ or take this at face value: S is the statistical programming

language upon which R is based. The idea behind Sweave is to
weave R (S) analyses with IWTEX documents, hence the name
Sweave which to the best of my knowledge is pronounced S-weave
(that is /es-wi:v/ for the phonologically inclined).

Baby’s first sweaves

First things first — how to obtain this mystical Sweave creature:
This part is painless and takes hardly any time; if you have R,
you already have Sweave seeing as Sweave is part of R’s utils
(base) package. Next up, you will need a TgXeditor for the TEX

3At time of writing
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Sadan smager dit naermiljg

Nordic Noodle, 2.0, 0.8 PAGAS

Leder man efter et hipstersted med ekstra hipster, sa er Nor-
dic Noodle pa Ngrrebrogade 29 helt optimalt. Her er T-shirtens
grmer rullet op, og selvom det er formiddag, sa er stemningen
smart i en fart. Som navnet indikerer, serveres nudler med et nor-
disk twist. Du veelger forst en grundpakke (trin 1). Den koster
42 kr. og indeholder altid hvidkal, gulergdder og seg. Sa veelger
man mellem nudler og ris (fuldkorn selviglgelig), og trin 2 er til-
behgr. Her kan veelges alt mellem kylling, tigerrejer, grontsager
og chili, og priserne varierer mellem 5 og 16 kr. pr. tilbehgr. Til
sidst vaelges sauce (trin 3) og en topping. Det kunne vaere en kom-
bination af steerk (!) chili sauce og koriander. Efter alle de valg
tager du plads i de fancy mgbler og nyder den skgre sammen-
seetning af designermgbler og farmorkunst pa veeggen. Imens gar
drengene bag disken i gang under den kaempe store emhaette, og
efter 2 minutter er maden klar. Du kan sagtens blive og spise (og
se herresmart ud samtidig), eller du kan f4 maden med dig ud i
den fagre verden. Selvom det ikke er i hipsteranden, sa synes vi,
at prisen er det mest kritiske ved Nordic Noodle, for 70 kr. er i
overkanten for frokost, men vi fik ogsa et stort maltid, og vil du
gerne vaere lidt mere cool og nede med de fede, sa fas det altsa her.

Fat din cap og din opsparing, og mgd Ngrrebros hipstere med
et abent sind. De er sgu meget sgde.

FAM@S november 2013
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ind i D med felles fordeling Px af X,, pi (D,Bp) for ethvert
n € Z4 og antag at {z*} er en nulmengde i (D,Bp, Px). Lad
{Yo:n € Z.} vere et system af reelle stokastiske variable pd
(Q, 3, P) givet ved

Yy = w(X,), neZ,.
Huis der for ethvert 6 > 0 gelder, at
Py, ((w(z"), w(z") 4 6]) > 0,
sa findes en nulmengde A i (Q,F, P) sdledes, at

lim min{Y7,..., Y, }(w) = w(z"), w € A

n—oo

Bevis. Siden {x*} er en nulmzengde i (D, B p, Px),saer (X,) " ({z*})
en nulmeengde i (2, §, P) for ethvert n € Z. Men (X,,) "1 ({z*}) =
(V) ~((—o0,w(x*)]). Séledes har vi etableret, at

Py, ((—o0,w(z)]) = 0. (1)
Lad § > 0 veere givet. Jaevnfer vor antagelse har vi, at

Py,

n

(=00, w(z") +6]) = Py, ((w(z"), w(z") +4]) > 0,

hvor lighedstegnet folger af (1). Fra dette og fra uafthaengigheden
af systemet {Y,,: n € Z; } har vi, at

Pringyi,... v, (0(2") 4+ 6,00)) = {1 = Py, ((w(2"), w(z”) + d])}"
hvilket giver anledning til fglgende geometriske raekke:

1 — Py, ((w(z*),w(x*) + 4])
Py, ((w(z*), w(z*) + 0])

MU Wuagtxf:.p\:wggme&.*v + 4, OOVV =

neN

23. drgang, nr. 2
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En statistikstuderendes bekendelser

Hvad blev det til?

For at kunne lave anvendt statistik skal man efter de indledende
opgaver have noget at anvende sine statistiske evner pa. Som ud-
gangspunkt er det vejlederne, der skaffer et datasset til at tjene
dette formal. Vi fik et datasset omhandlende forekomsten af tre
plantetyper (klokkelyng, hedelyng og blatop) i den danske natur.
Fokus for opgaven var pa klggtig vis at udtale sig om status og
udvikling for klokkelyngen, som er den karakteristiske plantetype
for den vade hede. Ja, s& ved man det.

I bund og grund var spgrgsmalene, der skulle besvares, simp-
le: hvordan udvikler forekomsten af klokkelyng sig med tiden og
hvorfor? I datassettet var der nemlig ogsa en hel raekke potentielle
forklarende variable.

Noget af det mest spaendende ved forlgbet var klart den frihed,
der naturligt ligger i opgaven. Man har data, man har nogle idéer,
og sa skal man finde ud, hvad der giver mening, og hvad der lig-
ger inden for ens egen rackkevidde. Samtidig er det sandsynligvis
fgrste gang, man stifter bekendskab med rigtige data. Tkke de po-
lerede skoleeksempler fra en leerebog, men rigtige, beskidte data,
som ikke selv tilbyder en abenlys lgsning.

En fyldestggrende beskrivelse af data, og hvad jeg gjorde med
det, ville blive en lang smgre. Her folger derfor en ganske over-
fladisk beskrivelse. Jeg endte med at anvende en logistisk regres-
sionsmodel til data. Herved opskriver man en model, der lgst sagt
beskriver sandsynligheden for at observere klokkelyng pa et be-
stemt sted til en bestemt tid givet en raekke forklarende variable
(vegetationshgjden, pH-veerdien i jorden og meget andet). Vi fo-
restiller os, at eksistensen af klokkelyng pa et bestemt sted til
en bestemt tid er et udfald af en binser stokastisk variabel, hvis
middelveerdi (og sandsynligheden for at den stokatiske variabel
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2. Dersom integralerne i 1. eksisterer og dersom {X,: n € N}
er et uafhaengigt system af stokastiske variable pa 2 ind i D
med felles fordeling Px af X,, for ethvert n € N, sd findes
en nulmengde A i (Q,§, P) sdledes, at

Hmu%n\@xgsh, w € A°.

Bevis. 1. er oplagt og 2. fglger af STORE TALS STERKE LOV. [J

Eksempel 9 (Simpel Monte Carlo-integration) Lad {U,: n € N}
veere et uafheengigt system af stokastiske variable pa et sand-
synlighedsfelt (2, %, P) ind i (a,b) for a,b € R med a < b. Lad
ligefordelingen pa (a, b) veere fordelingen af U, for ethvert n € N.
Lad f € NLC%K@%“SHV.

1. Der gaelder, at

(b—a)E[f(Uy)] = A S\QST n € N.

2. Der findes en nulmaengde A i (Q,§, P) saledes, at

(b—a) lim \Wigﬂxsv = \EVS fdmp, w e A°

Det er klart, at den ovenstaende procedure for Monte Carlo-
integration let lader sig generalisere til flere dimensioner. Dette
generalisationsproblem overlades til laeseren.

Monte Carlo-optimering

Simulation af stokastiske variable i numerisk optimering er en an-
den steerk og meget populaer anvendelse af Monte Carlo-metoden.

23. drgang, nr. 2
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En statistikstuderendes bekendelser

residualer som fglgende funktion

W(z) =n""2>"I(z < )1,
=1

hvor n er antal observationer, I er indikatorfunktionen, z; er den
i’te veerdi af en given kovariat (forklarende variabel), og r; er
residualet hgrende til den i’te observation. W(xy) for en given
kovariat er altsa en skaleret sum af de residualer, der hgrer til
observationer, for hvilke den givne kovariatveerdi er mindre end
eller lig med xy. Nar man sa vil foretage modelkontrol pa en given
model, ggres det ved at simulere en rsekke datasset fra denne
model og grafisk sammenligne de kumulative residualer hgrende
til de simulerede datasset med de kumulative residualer hgrende
til det originale data. I figur 1 ses kumulative residualer hgrende
til kovariaten med det mundrette navn HedelyngINY. Habet er
i dette tilfzelde, at hvis denne kovariat indgar pa en uheldig made
i modellen, vil der vaere vaesentlig forskel pa den sorte og de gra
grafer.

Som tidligere bemaerket er dette dog heller ikke nogen skudsik-
ker metode, hvorfor jeg ogsa lavede en hurtig kontrol af modelkon-
trollen. Her simulerede jeg data fra to forskellige modeller, fittede
begge datasaet til én af modellerne og sammenlignede derefter de
kumulative residualer. Her vidste jeg jo, at én af modellerne var
fejlspecificeret, og det interessante var jo naturligvis, om metoden
kunne afslgre det. Det kunne den til en vis grad, men det siger
sig selv, at traeerne ikke vokser helt ind i himlen.

Hvad endte det med?

En af statistikerens fornemmeste opgaver er efter min ydmyge
opfattelse at anskueligggre ikke kun sine konklusioner, men ogsa i
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Eksemplet klarggr, at alternative metoder til frembringelse af
normalfordelte variable ma tages i brug. Vi naevner i flaeng: Nume-
risk approksimation af q, Box-Muller, Acceptance-Rejection, etc.

Satning 6 (Den centrale graenseveardisetning) Lad {X,,: n € N}
veere en familie af reelle stokastiske variable pa et sandsynligheds-
felt (2,5, P). Antag, at folgende tre betingelser er opfyldt.

1. Familien {X,,: n € N} er et uafhengigt system af stokastiske
variable pa (2, 3§, P).

2. Der findes et sandsynlighedsmdl Q pd (R,BR) sdledes at Q
er fordelingen af X,, pd (R, BR) for ethvert n € N.

3. Fglgende integraler eksisterer og er endelige: p = E(X,),
0?2 =E[(X, — u)?] >0, neN.

Lad{Z, : n € N} vere systemet af stokastiske variable pa (Q, F, P)
defineret ved
_ MUNHH X —np
==

Da geelder, for alle a,b € R hvor a < b, at

Zn,

lim Pz, ((a.b]) = B(b) - ¥(a),

n—oo

hvor ® er fordelingsfunktionen hgrende til fordelingen N(0,1).
Bewvis. Se [1]. O

Eksempel 7 Lad (9, §, P) veere et sandsynlighedsfelt. Lad X vae-
re en reel stokastisk variabel og lad N(0,1) veere fordelingen af
X pa (R, BR). Fraktilfunktionen ¢ hgrende til Px eksisterer ikke
pa eksplicit form.

23. drgang, nr. 2
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En statistikstuderendes bekendelser

omvendt er der altsa ikke noget argument for at give sig til at
vande klokkelyngen.

Pa det mere personlige plan endte hele forlgbet med at veere en
sand ilddab udi statistikken. Man stifter bekendtskab med mange
nye omrader og arbejder med statistik pa en helt ny made. Det,
man har lavet i STAT1 og STAT2, svarer lidt til at have faet styr
pa et forhandsslag og et baghandsslag i tennis, hvorimod BSc-
opgaven er ens fgrste rigtige kamp. I kampen far man nemlig
brug for bade sin forhand og baghand, men man far ogsa brug for
en hel bunke andre ting, som man ma laere hen ad vejen.
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Vigtigheden af fglgende saetning er ikke til at tage fejl af. Seet-
ningen understreger den centrale rolle, som ligefordelingen spiller
i simulationsmodellering.

Satning 3 Lad (2, F, P) vere et sandsynlighedsfelt. Lad X vere
en reel stokastisk variabel pa €, lad Px vere fordelingen af X pd
(R, BR) og lad q vere en fraktilfunktion hgrende til Px. Betragt
sandsynlighedsfeltet ((0,1),B g 1), mL), hvor my, er Lebesgue md-
let pd Borel o-algebraen B 1) af delmengder af (0,1), og lad U
veere en stokastisk variabel pa Q ind i (0,1) med fordeling my,. Da
geelder, at

Px = (qoU)(P).
Beuvis. Se [3]. O

Lad X vaere en reel stokastisk variabel pa et bagvedliggende
sandsynlighedsfelt (€2, §, P) og lad ¢ veere en fraktilfunktion hg-
rende til fordelingen Px. Frembringelsesprocessen af stokastiske
variable med denne fordeling er sammensat som en serieforbin-
delse af to delprocesser, som i figur 2.

Px ——

Figur 2 Frembringelse af stokastiske variable.

Den fgrste delproces i udarbejdelsen af input til en simulation
bestar i, at frembringe en ligefordelt stokastisk variabel U pa det
ovennaevnte sandsynlighedsfelt. Dernaest fokuseres pa at lade den
ligefordelte stokastiske variabel undergd metamorfosen til g o U.

23. drgang, nr. 2
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Sandsynlighedsbaserede metoder

Monte Carlo-metoden er en numerisk metode til lgsningen af ma-
tematiske problemer ved hjeelp af simulation.

Monte Carlo-metodens teoretiske fundament, i seerdeleshed de
store tals lov, har laenge veeret kendt. Men siden simulation af
stokastiske variable per handkraft er en sveert mgjsommelig pro-
ces, har Monte Carlo-metoder veeret praktisk umulige at udfgre
uden hjeelp fra en computer. Det er derfor ikke overraskende, at
Monte Carlo-metoden som universelt anvendt numerisk teknik er
snaevert forbundet med udbredelsen af computeren.

Monte Carlo-metodens alment accepterede oprindelsesdag er
1949, hvor en artikel under overskriften » The Monte Carlo Met-
hod« dukkede op. De amerikanske matematikere Jersey Neyman
og Stanislaw Ulam betragtes som veerende ophavsmeendene til
denne artikel. I Sovjetunionen publiceredes de fgrste artikler om
Monte Carlo-metoden i 1955 og 1956 af V. V. Chavchanidze, Yu.
A. Schreider og V. S. Vladimirov.

For hver ny generation af computere finder Monte Carlo-metoden
nye anvendelsesomrader.

Differentia specifica og et simpelt eksempel

Vores udgave af Monte Carlo-metoden er kendetegnet ved, for
det forste, den beregningsmaessige enkle struktur af algoritmen.
Algoritmen bestar i almindelighed af en proces til produktionen
af en tilfeeldig heendelse. Processen gentages n € N gange, med
hvert forsgg uathaengigt af de forrige og resultaterne bruges til
dannelsen af et gennemsnit.

Et andet sserkende ved metoden er, som hovedregel, at fejlen
fra udregningen er proportional med /1/n, hvor n er antallet af
forsgg. For at opna hgj praecision ma man altsa have et stort antal
gentagelser (for at at formindske fejlen med en faktor 10 er det
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ngdvendigt at pge n med en faktor 100). Lad os illustrere metoden
med et simpelt eksempel.

Eksempel 1 (Hit-or-Miss Integration) Forestil dig, at vi har brug
for at udregne arealet, A, af en figur i planen begraenset af enheds-
kvadratet. Det skal principielt veere en kompliceret figur, for det
kommer til sin ret at ssette Monte Carlo-metoden i anvendelse,
men af hensyn til bekvemmelighed lader vi figuren veere en cirkel
som vist i figur 1.

Yy A=0.25
1 :

0 1z

Figur 1 Approksimation af arealet A = 0.35.

Veelg tilfzeldigt n punkter i kvadratet og betegn ved n’ antallet
af punkterne, der falder indenfor cirklen. Det er fra figuren klart,
at cirklens areal approksimativt er lig med n’/n. Jo stgrre n, desto
bedre approksimation.

I skemaet til venstre ser vi, at 1 af 4 punkter er faldet indenfor
cirklen, si vores estimat for cirklens areal er n//n = 1/4 = 0.25.
I skemaet til hgjre er 128 af 400 punkter faldet indenfor cirklen,
sa vores estimat for cirklens areal er n'/n = 128/400 = 0.32.
Cirklens faktiske areal er lig med A = 0.35.
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