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en
ad

ju
ng

e-
re
de

m
at
rix

A
∗

=
(b

ij
)
∈
M

n
,m

ve
d
b i

j
=
a

ji
;f
or

ek
se
m
pe

lv
il
vi

ha
ve

fo
r

A
=

  
1

i
−
i

0
4

2
+

3i

  
,
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på
dennes

led:

2
4

7
11

16
22

∨
∨

∨
∨

∨

2
3

4
5

6
∨

∨
∨

∨

1
1

1
1

V
ihar

nu
to

differensfølger.En
lineæ

r
følge

vilhave
en

konstant
differensfølge(da

en
linjeharkonstanthæ

ldning).Ved
atbetragte

de
tre

følger
(hvorafden

sidste
er

konstant)
kan

m
an

tæ
nke,at

vores
oprindelige

følge
afm

aksim
ale

antalpizzastykker
m
å
væ

re
på

form
en

S(n)=
A
n

2+
B
n

+
C

Idetden
m
idterstem

å
væ

reen
lineæ

rdifferensfølge.Ved
atudnyt-

te,at
S(1)=

2,S(2)=
4,S(3)=

7
fåsnu

følgende
ligningssystem

:

A
+
B

+
C

=
2

4A
+

2
B

+
C

=
4

9A
+

3
B

+
C

=
7

V
iløser

ligningssystem
et:

 1
1

1
2

4
2

1
4

9
3

1
7 

R
2 −

4
R

1
−−−−−→
R

3 −
9
R

1
−−−−−→

 1
1

1
2

0
−

2
−

3
−

4
0
−

6
−

8
−

11 
R

3 −
3
R

2
−−−−−→

 1
1

1
2

0
−

2
−

3
−

4
0

0
1

1 

D
etfrem

gårheraf,at
C

=
1,B

=
12 ,A

=
12
og

altså
bliverantallet

afstykker
pizza

som
funktion

afantalsnit

S(n)=
n

2+
n

+
2

2
,
n
∈
N
.

23.årgang,nr.2

10
Sylvesters

kriterium

at
dens

adjungerede
er

givet
ved

A
∗

=
(

1
i

4
−
i

0
2−

3i )
.

R
egneregler

for
adjungering

er
såre

sim
ple

og
ganske

vigtige:der
gæ

lder,at

(A
B

) ∗
=
B
∗A
∗,

(λ
A

1 +
µ
A

2 ) ∗
=
λ
A
∗1 +

µ
A
∗2 ,

(A
∗) ∗

=
A

foralle
A

1 ,A
2 ∈

M
m

,n ,
B
∈
M

n
,p og

λ
,µ
∈
C
.En

kom
pleks

n×
n
-

m
atrix

A
kaldes

selvadjungeret
eller

herm
itisk

hvis
A
∗

=
A
.

Itilfæ
lde

af,at
nogen

har
glem

t
et

ekstrem
t
relevant

koncept
fra

LinA
lg,bliver

detkortgenopfriskether:ved
en

egenvektor
for

en
m
atrix

A
∈
M

n
forståsen

vektor
x
∈
C

n,så
x
ikke

ernulvektoren,
og

A
x

=
λ
x
for

et
λ
∈
C
.
λ
kaldes

idette
fald

den
til
x
hørende

egenvæ
rdi

for
A
.
A

kaldes
diagonaliserbar,hvis

der
findes

en
ba-

sis
for

C
n
bestående

afegenvektorer
for

A
.Et

centralt
og

ganske
uom

stæ
ndigt

resultat
fra

lineæ
r
algebra

lyder,at
egenvæ

rdierne
for

A
netop

er
rødderne

tildet
såkaldte

karakteristiske
polyno-

m
ium

defineret
ved

λ
7→

det(A
−
λ
I

n )
(6.1.8),så

ved
A
lgebraens

Fundam
entalsæ

tning
har

enhver
kom

pleks
m
atrix

A
ialt

n
egen-

væ
rdier

talt
m
ed

m
ultiplicitet

(sum
m
a
sum

m
arum

:
de

behøver
ikke

at
væ

re
forskellige).

Idetfølgendeopfattesenhvervektor
x
∈
C

n
endvidereautom

atisk
som

en
n
×

1-m
atrix

og
enhver

1×
1-m

atrix
som

et
kom

plekst
tal.V

idefinerer
et

indre
produkt

på
C

n
ved

〈x
,y〉=

y ∗x
=

n
∑i=

1
x

i y
iFam

øs
novem

ber
2013
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Lø

sn
in
g
på

pr
æ
m
ie
op

ga
ve

be
hø

ve
r
de

ik
ke

gå
ig
en
ne
m

m
id
te
n.

D
et

næ
st
e
sn
it

vi
lv

il
æ
gg
e,

så
vi

sk
æ
re
r
sa
m
tli
ge

tid
lig

er
e
sn
it

ov
er
.M

ed
de
nn

e
ta
kt
ik

få
r
vi

so
m

fø
r
S

(1
)

=
2,
S

(2
)

=
4,

m
en

ve
d
de
t
tr
ed
je

sn
it

ka
n
vi

re
nt

fa
kt
isk

få
sy
v
st
yk

ke
r
pi
zz
a:

H
vi
s
m
an

vi
l,
ka

n
m
an

fo
rt
sæ

tt
e
lid

t
en
dn

u.
D
a
fin

de
r
m
an

le
t

S
(4

)=
11
,S

(5
)=

16
,S

(6
)=

22
..
.

D
a
vi

m
ed

de
nn

e
ta
kt
ik

al
tid

sk
æ
re
r
al
le

tid
lig

er
e
sn
it

ov
er
,

vi
ld

et
væ

re
de
n
op

tim
al
e
ta
kt
ik

til
at

få
fle
st

st
yk

ke
r
pi
zz
a
ve
d

n
sk
æ
rin

ge
r.

D
et
te

ka
n
al
tid

la
de

sig
gø
re
,d

a
vi

bl
ot

ka
n
læ
gg
e

vo
re
s
sn
it,

så
de

ik
ke

er
pa

ra
lle

lle
sa
m
t
at

de
r
al
dr
ig

er
m
er
e
en
d

to
lin

je
r,

de
r
sk
æ
re
r
hi
na

nd
en

ie
t
gi
ve
t
pu

nk
t.

D
et

er
kl
ar
t,

at
vi

al
tid

vi
lk

un
ne

sn
itt

e,
så

in
te
t
sn
it

er
pa

ra
lle

lt.
H
vi
s
de
r
ik
ke

fin
de
s
et

sn
it

in
de
n
fo
r
pi
zz
ae
n,

så
ik
ke

m
er
e
en
d
to

sn
it

sk
æ
re
r

hi
na

nd
en

ie
t
pu

nk
t,

ka
n
vi

bl
ot

pl
ac
er
e
de
t
ud

en
fo
r
pi
zz
ae
n
og

sk
al
er
e
sn
itt

en
e
ne
d
(e
lle

rp
iz
za
en

op
).
På

de
nn

e
m
åd

e
vi
lv

ia
lti
d

ud
sk
æ
re

de
t
m
ak

sim
al
e
an

ta
ls

ty
kk

er
.

Be
tr
ag
tn

u
fø
lg
en

af
st
ør
st

m
ul
ig
e
an

ta
ls
ty
kk

er
pi
zz
a
or
dn

et
ef
-

te
ra

nt
al

sn
it
sa
m
tf
øl
ge
n
af

di
ffe

re
ns
en

på
hv

er
tl
ed

og
di
ffe

re
ns
en

Fa
m

øs
no

ve
m
be

r
20
13

Ra
sm

us
Sy

lv
es
te
r
B
ry
de
r

11

fo
r
ve
kt
or
er
x

=
(x

1,
..
.,
x

n
)
og

y
=

(y
1,
..
.,
y n

)
m
ed

ko
m
pl
ek
se

in
dg

an
ge
.1

Le
m
m
a
1

Al
le

eg
en

væ
rd
ie
r
fo
r
en

se
lv
ad

ju
ng

er
et

m
at
ri
x
A

er
re
-

el
le
.

Be
vi
s.

A
nt
ag
,a

tλ
er

en
eg
en
væ

rd
if
or
A

m
ed

en
til
hø

re
nd

e
eg
en
-

ve
kt
or
x
.D

a
vi
l λ
‖x
‖2

=
〈λ
x
,x
〉=
〈A
x
,x
〉

=
x
∗ A
x

=
x
∗ A
∗ x

=
(A
x

)∗
x

=
〈x
,A
x
〉=
〈x
,λ
x
〉

=
λ
‖x
‖2
,

så
λ

=
λ
;a

lts
å
vi
lλ
∈
R
.

N
u
til

de
t
vi
gt
ig
e.

D
efi
ni
tio

n
2

En
m
at
rix

U
∈

M
n

ka
ld
es

un
itæ

r,
hv

is
U
∗ U

=
U
U
∗

=
I n
.

V
ih

us
ke
r,

at
en

n
×
n
-m

at
rix

er
un

itæ
r,

hv
is

og
ku

n
hv

is
de
ns

sø
jle

r
ud

gø
r
en

or
to
no

rm
al
ba

sis
i
C

n
jf.

(7
.2
.3
);

vi
ko

m
m
er

til
at

br
ug

e
de
tt
e
en

m
as
se

id
et

fø
lg
en
de
.V

is
ta
rt
er

fø
rs
t
m
ed

en
or
de
nt
lig

m
op

pe
dr
en
g.

Sæ
tn
in
g
3

(S
ch

ur
st

ria
ng

ul
ar

ise
rin

gs
sæ

tn
in

g,
19

09
)
Fo

r
hv
er

ko
m
-

pl
ek
s
m
at
ri
x
A
∈
M

n
fin

de
s
en

un
itæ

r
m
at
ri
x
U
∈
M

n
så
led

es
at

U
∗ A
U

er
en

øv
re

tre
ka
nt
sm

at
ri
x.

1 N
og
le

st
ud

er
en

de
er

m
ås
ke

m
er
e
va
nt

til
no

ta
tio

ne
n

x
·y

fr
em

fo
r
〈x

,y
〉.

U
nd

er
al
le

om
st
æ
nd

ig
he

de
r
gæ

ld
er

re
gn

er
eg
le
rn
e
(7
.1
.1
)
se
lv
fø
lg
el
ig

st
ad

ig
.
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Løsning
på

præ
m
ieopgave

–
23.årgang,nr.1

Anders
D
ruedahlog

M
artin

Andersen

D
enne

artikeler
en

besvarelse
affølgende

opgave:

"Lad
n
∈
N
.En

pizzakniv
træ

kkes
igennem

en
pizza

n
gange.

H
vad

er
detm

aksim
ale

antalstykker,pizzaen
kan

skæ
res

op
i?"

V
igør

os
først

følgende
observationer:

–
D
en

første
skæ

ring
vil

altid
efterlade

os
m
ed

to
stykker

pizza.
–
Etnytstykke

pizza
frem

kom
m
erved

aten
skæ

ring
ram

m
er

et
stykke

pizza.
–
A
t
en

skæ
ring

ram
m
er
k
stykker

pizza
er

æ
kvivalent

m
ed

at
en

skæ
ring

ram
m
er

tidligere
skæ

ringer
i
k−

1
forskellige

punkter.
A
ntag

pizzaen
er

konveks,som
vikender

den.V
istarter

m
ed

at
bem

æ
rke,at

hvis
pizzaen

skæ
res

igennem
m
idten

vilvialtid
få

det
dobbelte

antalstykker
som

overskæ
ringer,altså

bliver
antal

stykkerpizza
som

funktion
afantalletafsnit

s(n)=
2n

for
n
∈
N
.

H
er

ses
et

eksem
pel

s(3)=
2·3:

D
en

anden
m
ulighed,

som
ikke

giver
så

pæ
ne

stykker
(m

en
et

stort
antalstykker),er

at
prøve

at
skæ

re
så

m
ange

tidligere
snit

over
som

m
uligt

uden
at

skæ
re

igennem
tidligere

skæ
ringer.D

e
to

første
snit

vil
væ

re
de

sam
m
e
som

i
tilfæ

ldet
ovenover,

dog

23.årgang,nr.2

12
Sylvesters

kriterium

Bevis.
V
iviser

dette
ved

induktion
efter

n;itilfæ
ldet

n
=

1
er

derintetatvise
(sæ

t
U

=
I1 ).A

ntag
derfor,atsæ

tningen
gæ

lder
forkom

plekse
n
×
n
-m

atricer;viviserud
fra

dette,atsæ
tningen

holder
for

(n
+

1)×
(n

+
1)-m

atricer.
Lad

derfor
A
∈

M
n+

1 ,
og

lad
λ
væ

re
en

egenvæ
rdifor

A
m
ed

en
tilhørende

egenvektor
x
∈
C

n+
1.D

a
vil

x
1

=
1‖x‖
x

også
væ

re
en

egenvektor
for

A
hørende

til
λ.M

æ
ngden

{
x

1 }
kan

nu
udvidestilen

basis{
x

1 ,...,x
n+

1 }
for

C
n+

1
jf.(4.5.12)og

ved
G
ram

-Schm
idt-ortogonalisering

(7.1.8)
opnås

en
ortonorm

albasis
{
z1 ,...,z

n+
1 }

for
C

n+
1,hvor

z1
=

1
‖
x

1 ‖ x
1

=
x

1 .Lades
U

væ
re

m
atricen

givet
ved

U
=
(
z1
···

z
n+

1 )
,

altså
m
ed

søjle
ilig

vektoren
z

i ,vil
U

derm
ed

væ
re

unitæ
r.D

en
første

søjle
im

atricen
U
∗A
U

ernu
produktet

U
∗A
U
e1

jf.(1.3.5),
hvor

e1
=

(1,0,...,0)∈
C

n+
1.Bem

æ
rk,at

U
−

1
=
U
∗,hvorm

ed
U
e1

=
z1

=
x

1
og

U
−

1z1
=
e1 ,således

at

U
∗A
U
e1

=
U
∗A

(U
e1 )=

U
∗A
x

1
=
U
∗(λ

x
1 )=

λ(U
−

1x
1 )=

λ
e1 ,

hvor
vibrugte,at

x
1
var

egenvektor
for

A
.A

ltså
vil

U
∗A
U

=
(
λ

B
0

n
,1

A
1 )

,

hvor
B

er
en

1×
n
-m

atrix,0
n

,1
er

en
n
×

1-m
atrix

m
ed

nuller
overalt

og
A

1
er

en
n
×
n
-m

atrix
(vihar

skrevet
U
∗A
U

som
en

blokm
atrix).

Ved
induktionsantagelsen

findes
en

unitæ
r
m
atrix

Fam
øs

novem
ber

2013
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Sp

ar
er
åd

til
st
ud

er
en
de
:B

liv
fa
lsk

m
øn

tn
er

he
le

ka
ss
eb
eh
ol
dn

in
ge
n
på

di
gi
ta
lv
æ
gt
en

.D
u
afl

æ
se
r:

10
84
,2

47
gr
am

.(
af
ru
nd

et
)
H
vo
r
m
an

ge
m
øn

te
r
er

fa
lsk

e?
7

Sv
ar

be
de
s
in
ds
en
dt

til
fa

mo
s@

ma
th

.k
u.

dk
se
ne
st

ve
d
fri
st
en
s

ud
lø
b.

H
æ
dr
in
g
af

sid
st
e
pr
æ
m
ie
op

ga
ve
s
ba
ne
m
æ
nd

(2
3.

år
ga
ng

nr
.1

)
Tu

sin
d
ta
k
til

W
ill
ia
m

K
ur
da

hl
,T

ho
r
K
am

pm
an

n
og

du
oe
n
A
n-

de
rs

D
ru
ed
ah

lo
g
M
ar
tin

A
nd

er
se
n
fo
r
at

ha
ve

sv
ar
et

ko
rr
ek
t
på

pr
æ
m
ie
op

ga
ve
n!

D
er

va
nk

er
en

pr
æ
m
ie

til
A
nd

er
so

g
M
ar
tin

,h
vi
s

be
sv
ar
el
se

fø
lg
er

sid
st

ib
la
de
t.

O
gs
å
m
an

ge
ta
k
til

M
ar
tin

W
ed
el

Ja
co
bs
en

og
Su

ne
Pr

ec
ht

R
e-

eh
fo
r
de
re
s
flo

tt
e
og

m
eg
et

fo
rs
ke
lli
ge

be
sv
ar
el
se
r
af

pr
æ
m
ie
-o

g
ek
st
ra
op

ga
ve
n.

En
af

di
ss
e
be

sv
ar
el
se
r
ka

n
læ
se
s
ib

la
de
t,

m
en
s

be
gg
e
ka

n
læ
se
s
på

vo
re
s
hj
em

m
es
id
e.
.

Id
et

T
ho

r
K
am

pm
an

n
fo
r
fje

rd
e
ga
ng

it
ræ

k
ha

r
sv
ar
et

ko
rr
ek
t

på
ek
st
ra
op

ga
ve
n,

ka
n
ha

n
nu

væ
lg
e
at

få
sit

an
sig

t
pr
in
te
t
på

fo
rs
id
en

af
næ

st
e
ud

ga
ve

af
Fa

m
øs

.

7
B
em

æ
rk
,a

t
be

sv
ar
el
se

af
de

nn
e
op

ga
ve

ik
ke

ud
lø
se
r
no

ge
n
pr
æ
m
ie
.T

il
ge
ng

æ
ld

få
rd

e
læ
se
re
,d

er
in
ds
en

de
re

n
fy
ld
es
tg
ør
en

de
be

sv
ar
el
se
,d

er
es

na
vn

e
off

en
tli
gg

jo
rt

i
næ

st
e

Fa
m

øs
-b
la
d
i
de

n
ræ

kk
ef
øl
ge
,
vi

m
od

ta
ge
r
je
re
s
sv
ar
!

En
hv

er
af

vo
re
s
kæ

re
læ
se
re
,d

er
ko
rr
ek
t
be

sv
ar
er

fir
e
på

hi
na

nd
en

fø
lg
en

de
op

ga
ve
r,

ka
n
væ

lg
e
at

få
tr
yk

t
sit

an
sig

t
på

fo
rs
id
en

af
Fa

m
øs

.

Fa
m

øs
no

ve
m
be

r
20
13

Ra
sm

us
Sy

lv
es
te
r
B
ry
de
r

13

U
1
∈

M
n
så
U
∗ 1
A

1U
1
er

en
øv
re

tr
ek
an

ts
m
at
rix

m
ed

di
ag
on

al
en

be
st
åe
nd

e
af

eg
en
væ

rd
ie
r
fo
r
A
′ .
Be

m
æ
rk
,a

t
bl
ok

m
at
ric

en

U
′ =

(
1

0 1
,n

0 n
,1

U
1

)
∈
M

n
+

1

er
un

itæ
r:

de
ns

sø
jle

ve
kt
or
er

ha
r
al
le

læ
ng

de
1
og

er
in
db

yr
de
s

or
to
go
na

le
,h

vo
rp
å
de

til
m
ed

er
lin

eæ
rt

ua
fh
æ
ng

ig
e
jf.

(7
.1
.6
)
og

de
rfo

r
ud

gø
r
en

ba
sis

fo
r
C

n
+

1
jf.

(4
.5
.7
).

Be
m
æ
rk

en
dv

id
er
e,

at

(U
U
′ )∗
C

(U
U
′ )

=
(U
′ )∗

(U
∗ C
U

)U
′

=
(

1
0 1

,n

0 n
,1

U
∗ 1

)
(
λ

B
0 n

,1
A

1)
(

1
0 1

,n

0 n
,1

U
1

)

=
(
λ

B
′

0 n
,1

U
∗ 1
A

1U
1)

,

hv
or

B
′
er

en
1
×
n
-m

at
rix

2 .
Ef
te
rs
om

U
∗ 1
A

1U
1
er

en
øv
re

tr
e-

ka
nt
sm

at
rix

fra
in
du

kt
io
ns
an

ta
ge
lse

n,
få
s
at

sid
st

fo
re
ko
m
m
en
de

m
at
rix

io
ve
ns
tå
en
de

ud
re
gn

in
ge
ro

gs
å
er

en
øv

re
tr
ek
an

ts
m
at
rix

.
D
a
U
U
′ e
ru

ni
tæ

r(
tje

k
se
lv
!),

få
sd

et
øn

sk
ed
ef

or
(n

+
1)
×

(n
+

1)
-

m
at
ric

er
,s

å
in
du

kt
io
n
gi
ve
r,

at
sæ

tn
in
ge
n
ho

ld
er

fo
r
al
le
n
.

Be
m
æ
rk
,a

to
ve
ns
tå
en
de

sæ
tn
in
g
ik
ke

nø
dv

en
di
gv

is
fo
rr

ee
lle

m
a-

tr
ic
er
A

at
te
r
gi
ve
r
en

re
el

un
itæ

r
m
at
rix

U
.

K
or
ol
la
r4

Fo
r
A
∈
M

n
er

de
te
rm

in
an

te
n
af
A

lig
pr
od
uk
te
ta

fd
e

n
eg
en

væ
rd
ie
r
fo
r
A
.

2 H
er

an
be

fa
le
s
de

t
at

br
ug

e
et

pa
r
m
in
ut
te
r
på

at
ov
er
be

vi
se

sig
om

,
hv

or
le
de

s
bl
ok

m
at
ric

er
af

de
nn

e
fo
rm

ga
ng

es
sa
m
m
en

og
hv

or
fo
r
vi

få
r
de

t
ov
en

st
åe
nd

e.
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Præ
m
ieopgave

og
ekstraopgave
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Spareråd
tilstuderende:B

liv
falskm

øntner
–
M
en

pas
på:du

bliver
let

afsløret...

B
lokkens

præ
m
ieopgave

(23.årgang
nr.2)

D
u
har

brug
for

en
pakke

sm
øger

og
betaler

m
ed

8
m
ønter,

hvorafnetop
én

er
falsk

og
derm

ed
vejer

m
indre

end
en

æ
gte

m
ønt.K

antinedam
en

fatter
m
istanke

om
,atden

ene
m
ønter

falsk.H
un

har
en

væ
gtm

ed
to

skåle,som
kan

vise
hende,

hvilken
skålhar

dettungeste
indhold.

K
an

kantinedam
en

finde
den

falske
m
øntved

atveje
kun

to
gange?

K
unne

hun
gøre

detsam
m
e,hvis

sm
øgerne

havde
kostethhv.9

eller
10

m
ønter?

(O
venstående

opgave
er

fra
en

ydre
kilde.)

Blandtde
korrekte

besvarelser
m
ed

dertilfølgende
bevis

udtræ
k-

kesen
vinder.Præ

m
ien

lyderpå
etgavekortpå

100
krtilG

A
M
ES

eller
en

autentisk
G
BP

6
efter

vinderens
frie

valg.

B
lokkens

ekstraopgave
(23.årgang

nr.2)
D
u
har

nu
fåetdig

etstudiejob
ikantinen.I

m
ellem

tiden
er

de
andre

studerende
blevetm

ere
udspekulerede,så

etvilkårligtantal
afderes

m
ønter

er
falske.En

falsk
m
øntvejer

22/7
gram

,og
en

æ
gte

vejer
π
gram

.
Førstefter

en
heltim

e
ikassen

kom
m
er

du
itanker

om
,atder

er
falske

m
ønter

iom
løb.D

u
skalnu

bestem
m
e,hvor

m
egetaf

kassebeholdningen
udgøres

affalske
m
ønter.D

u
sm

ider
derfor

6G
inger

B
eer

Plant.

23.årgang,nr.2

14
Sylvesters

kriterium

Bevis.
Tag

jf.ovenstående
sæ

tning
en

unitæ
rm

atrix
U

såledesat
T

=
U
∗A
U

er
en

øvre
trekantsm

atrix.D
a
er

det(A
−
λ
I

n )=
det(U

∗(A
−
λ
I

n )U
)=

det(T
−
λ
I

n )

for
alle

λ
∈
C
,således

at
egenvæ

rdierne
for

A
netop

er
egenvæ

r-
dierne

for
T
.Lades

λ
1 ,...,λ

n
væ

re
diagonalelem

enterne
i
T
,ses

hurtigt,atdet(T
−
λ
I

n )=
(λ
−
λ

1 )···(λ
−
λ

n ),
λ
∈
C
,

da
T

er
en

øvre
trekantsm

atrix.A
ltså

er
egenvæ

rdierne
for

T
lig

diagonalelem
enterne

i
T
.D

a

det(A
)=

det(U
T
U
∗)=

det(T
)=

λ
1 ···λ

n
,

følger
det

ønskede.

K
orollar

5
For

enhver
selvadjungeret

m
atrix

A
∈

M
n
findes

en
ortonorm

albasis
af

egenvektorer
for

A
,
og

egenvæ
rdierne

knyttet
tilde

n
egenvektorer

er
netop

de
n
egenvæ

rdier
for

A
.H

erm
ed

er
A

diagonaliserbar.

Bevis.
Lad

U
∈
M

n
væ

re
en

unitæ
r
m
atrix,således

at
U
∗A
U

er
en

øvre
trekantsm

atrix
jf.Schurs

triangulariseringssæ
tning.D

a

(U
∗A
U

) ∗
=
U
∗A
∗(U

∗) ∗
=
U
∗A
∗U

=
U
∗A
U
,

er
U
∗A
U

også
en

nedre
trekantsm

atrix,idet
den

er
lig

(U
∗A
U

) ∗,
hvorm

ed
U
∗A
U

er
en

diagonalm
atrix

D
∈

M
n .Søjlevektorerne

i
U

udgør
en

ortonorm
albasis

for
C

n,
da

U
er

unitæ
r.

Lad
z

i

væ
re

den
i’te

søjlevektor
i
U
.D

a
vil

U
e

i =
z

i ,hvor
e

i er
den

i’te
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IfwewantitinLATEXformatweusetheRpackagextableinstead

>install.packages("xtable")

Thedownloadedbinarypackagesarein

/var/folders/r_/s3flmp196fl7s94r3mh840ww0000gn/T//RtmpfHPyLE/downloaded_packages

>library(xtable)

>xtable(table(Simple))

Simple
12
23
35
43
53
63
71
82
93

2

Beforeyouchangetheworkingdirectory,henceforthreferredtoasWD,you
mightwanttocheckwhatitcurrentlyis.Todosoyourun

>getwd()

[1]"/Users/mdunbar/Desktop/famos"

whichgivesthelocationoftheWD.Ifitisnotwhereyouwantityoucanrun
somethingsimilarto

>setwd("/users/mdunbar/Desktop/famos")

whereyoureplacethepathwithyourowndesiredlocation.
WecreatethevariableSimpleby

>Simple<-c(3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9,7,9,3,2,3,8,4,6,2,6,4,3)

andwecalculatethemeanbymean(Simple),whichis4.72

>mean(Simple)

[1]4.72

Likewiseahistogramisobtainedbyhist(Simple)

>hist(Simple)

Histogram of Simple

Simple

F
requency

2468

0
1

2
3

4
5

Finallywecangetafrequencytablebytable(Simple),whichproduces

Simple

123456789

235333123

1
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ba
sis

ve
kt
or

i
C

n
(1
.3
.5
).

Be
te
gn

es
de
t
i’t

e
di
ag
on

al
el
em

en
t
i
D

m
ed

λ
i,
få
s
nu

A
z i

=
A
U
e i

=
U

(U
∗ A
U
e i

)=
U

(D
e i

)=
U

(λ
ie

i)
=
λ

i(U
e i

)=
λ

iz
i.

A
lts

å
er

de
n
i’t

e
sø
jle

ve
kt
or

iU
en

eg
en
ve
kt
or

fo
r
A

m
ed

til
hø

-
re
nd

e
eg
en
væ

rd
il
ig

de
t
i’t

e
di
ag
on

al
el
em

en
t
iD

.V
ed

be
vi
se
t
fo
r

K
or
ol
la
r
4
in
ds
es
,
at

eg
en
væ

rd
ie
rn
e
λ

1,
..
.,
λ

n
ne
to
p
ud

gø
r
al
le

eg
en
væ

rd
ie
r
fo
r
A
.

V
in

æ
rm

er
os

nu
de
t
øn

sk
ed
e
kr
ite

riu
m

så
sm

åt
.F

ør
st

sk
al

be
-

m
æ
rk
es
,a

th
vi
s
W

1
og

W
2
er

un
de
rr
um

af
et

ve
kt
or
ru
m
V
,d

a
er

W
1
∩
W

2
og

W
1

+
W

2
=
{x

1
+
x

2
|x

1
∈
W

1,
x

2
∈
W

2}
og
så

un
de
rr
um

af
V
.H

vi
s
V

1
og

V
2
er

ve
kt
or
ru
m
,o

pn
ås

et
ny

t
ve
kt
or
ru
m

ve
d
at

be
tr
ag
te

pr
od

uk
tm

æ
ng

de
n

V
1
×
V

2
=
{(
x

1,
x

2)
|x

1
∈
V

1,
x

2
∈
V

2}
og

de
fin

er
e
ad

di
tio

n
og

sk
al
ar
m
ul
tip

lik
at
io
n
på

de
nn

e
ko

or
di
na

t-
vi
st
,a

lts
å
ve
d

(x
1,
y 1

)+
(x

2,
y 2

):
=

(x
1

+
x

2,
y 1

+
y 2

),
λ

(x
1,
y 1

):
=

(λ
x

1,
λ
x

2)

fo
r
x

1,
x

2
∈
V

1,
y 1
,y

2
∈
V

2
og

λ
∈
C
.D

et
te

ve
kt
or
ru
m

ka
ld
es

de
n

di
re
kt
e
su
m

af
V

1
og

V
2
og

be
te
gn

es
V

1
⊕
V

2.
D
et

er
en
dv

id
er
e
le
t

at
in
ds
e,

at
hv

is
{x

1,
..
.,
x

m
}
er

en
ba

sis
fo
rV

1
og
{y

1,
..
.,
y n
}
er

en
ba

sis
fo
r
V

2,
op

nå
s
en

ba
sis

fo
r
V

1
⊕
V

2
ve
d
ve
kt
or
sæ

tt
et

{(
x

1,
0)
,.
..
,(
x

m
,0

),
(0
,y

1)
,.
..
,(

0,
y n

)}
.

A
lts

å
er

di
m

(V
1⊕

V
2)

=
di

m
V

1+
di

m
V

2.
U
d
fra

di
ss
ek

on
st
ru
kt
io
-

ne
r
ka

n
vi

ud
le
de

fø
lg
en
de

m
eg
et

vi
gt
ig
e
fo
rm

el
so
m

ko
ns
ek
ve
ns

af
D
im

en
sio

ns
sæ

tn
in
ge
n.
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B
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ielsen
D
unbar

45

not
the

R
code,

you
use

the
echo=

option.
W

hat
happens

is
<<echo=true>>=

w
ill

ensure
that

both
the

R
code

and
the

re-
sult

is
printed,w

hile
<<echo=false>>=

only
produces

the
result.

A
com

bination
ofthe

two
could

then
be

som
ething

like:
<<echo

=false
,

results
=tex

>>

Producing
only

the
result

m
id-sentence

is
done

by
inserting

R
code

into
\Sexpr{}.

H
appy

sweaving!
N
ow

,ifyou
have

to
run

yourentire
analysison

a
differentdataset

or
have

to
run

sim
ilar

codes
over

and
over

again
w
ith

m
iniscule

differences,you
havethetoolsand

theopportunity
to

avoid
abun-

dantcopy-pasting
ofyourR

code
and

figuresinto
yourL ATE X

files.
Isn’t

that
just

dandy?
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Lem
m
a
6

(Grassm
annsform

el)
Lad

W
1
og
W

2
væ

re
underrum

af
etendeligdim

ensionaltvektorrum
V
.D

a
vil

dim
W

1 +
dim

W
2

=
dim

(W
1 +

W
2 )+

dim
(W

1 ∩
W

2 ).

Bevis.
D
efinér

en
lineæ

r
afbildning

f:
W

1 ⊕
W

2 →
W

1 +
W

2
ved

f(x
,y)

=
x

+
y.
f

er
surjektiv.

H
vis

f(x
,y)

=
0
for

en
vektor

(x
,y)∈

W
1 ⊕

W
2 ,vil

x
+
y

=
0
og

derm
ed
y

=
−
x
i
V
.Endvidere

vil
x
∈
W

1
og

x
=
−
y
∈
W

2 ,så
x
∈
W

1 ∩
W

2 .D
erm

ed
vil

ker
f
⊆
{(x

,−
x)|x

∈
W

1 ∩
W

2 }
.

O
m
vendt

ses,at
f(x

,−
x)=

0
for

alle
x
∈
W

1 ∩
W

2 ,så
kernen

er
lig

ovenstående
m
æ
ngde.

ker
f

er
et

underrum
af
W

1 ⊕
W

2 .D
efinéres

nu
en

afbildning
g:

ker
f
→

W
1 ∩

W
2
ved

g(x
,y)

=
x,

er
det

let
at

vise,
at

g
er

lineæ
r
og

en
isom

orfi.
A
ltså

er
dim

ker
f

=
dim

(W
1 ∩

W
2 ),

hvorm
ed

vived
D
im

ensionssæ
tningen

(4.7.7)
får

dim
W

1 +
dim

W
2

=
dim

(W
1 ⊕

W
2 )

=
dim

(f(W
1 ⊕

W
2 ))+

dim
(ker

f)
=

dim
(W

1 +
W

2 )+
dim

(W
1 ∩

W
2 ),

og
derm

ed
det

ønskede.

N
u
erviberedte

og
bevæ

bnede
tiltæ

nderne
m
ed

en
kavalkade

af
evergreens

inden
for

sæ
tninger

om
m
atricer.Tally-ho!

D
efinition

7
En

m
atrix

A
∈
M

n
erpositivtdefinit,hvis

x
∗A
x
>

0
for

alle
x
∈
C

n,hvor
x
ikke

er
nulvektoren.

Lem
m
a
8

En
selvadjungeret

m
atrix

A
∈

M
n
er

positivt
definit,

hvis
og

kun
hvis

alle
dens

egenvæ
rdier

er
strengtpositive.Specielt

er
determ

inanten
af
A

positiv,hvis
A

er
positivtdefinit.
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d
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H
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s
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fin
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og

λ
er
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eg
en
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if
or
A

m
ed

en
til
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re
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e
eg
en
ve
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x
,v

il

0
<
x
∗ A
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dence
goesatthe

beginning
ofa

line.You
save

thischunk
ofcode

in
your

TE X
editor

as
an

.R
nw

-file,not
a
.tex-file. 5

T
his

exam
ple

is
saved

as
fam

os.R
nw

.
T
hisisbecause

any
Sweave

file
goesthrough

the
follow

ing
pro-

cedure:Itisw
ritten

asan
.R

nw
,w

hich
isthen

turned
into

a
.tex,

w
hich

in
turn

is
com

piled
to

.pdf.
In

order
to

turn
the

.R
nw

file
to

a
.tex

file
you

execute
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follow
ing

com
m
and

in
R
:

Sweave
("

famos
.Rnw

")

w
hich

producessom
ething

you
can

then
com

pilefrom
yourTE X

edtior
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take
the

’sweavecut’,w
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the

follow
ing

R
code:

system
("

pdflatex
famos

.tex
")

followed
by

system
("

open
famos

.pdf
")

to
see

ifeverything
looks

the
way

you
would

like
it

to.
Please

note,you
w
illprobably

have
to

m
ove

the
Sweave.sty

file
from

your
R

directory
to

your
L ATE X

files
in

order
to

com
pile

the
.tex-file.A

lternatively
you

can
do

w
hat

I
refer

to
as

’the
Fam

øs
way’and

put
the

style
file

in
the

sam
e
folder

as
the

.tex-file.

A
sweave

and
a
half

A
s
R

is
used

for
m
ore

than
just

changing
the

working
directory,

here
is

another
exam

ple:
5Ifthis

seem
s
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scary
you
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choose
the

option
’N

ew
R

Sw
ea-

ve’in
R
Studio,w
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produces

a
.R

nw
-file.T

his
file

can
be

com
piled

from
R
Studio

by
clicking

the
button

‘C
om

pile
PD

F’
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∈
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∈
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=
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=
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D
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T
he

m
ain

dem
ographic

of
this

student
publication

is
based

in
the

D
epartm

ent
of

M
athem

atical
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at
U
C
PH

,
as

such
this

article
assum

es
fam

iliarity
w
ith

R
and

L ATE X
and

w
illattem

pt
to

introduce
Sweave

from
thatvantage

po-
int.

O
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ofthe
firstquestionsIeverconsidered

regarding
R

isanswe-
red

in
the

FA
Q

part
ofthe

R
-project

webpage:
2.12

W
hy
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R

nam
ed

R
?

T
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e
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(first)
nam
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the
first

two
R

authors
(R

obert
G
entlem

an
and

R
oss
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a
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thenam

eoftheBellLabs
language,S

You
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now
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point3.1
3W

hatisS?
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thatsam
e

FA
Q

or
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this
at

face
value:S
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the
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m
ing

language
upon

w
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R
is

based.T
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idea
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Sweave
is

to
weave

R
(S)

analyses
w
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L ATE X
docum
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hence
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e
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w
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first
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first
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how
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T
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part
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R
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Sweave
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R
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utils
(base)package.N
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w
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a
TE X
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L ATE X

3A
t
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e
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