Saetning

Sylvesters kriterium

— Nej, ikke mit kriterium

Rasmus Sylvester Bryder

Inspireret af en statistikers manglende rad om hvornar en kva-
dratisk matrix er positivt definit uden at skulle ud i at bestemme
dens egenveerdier, ledte jeg efter en betingelse for, at en matrix
har denne egenskab, der kunne veere nem at vise i praksis. Jeg
skulle ikke lede lsenge efter et: Sylvesters kriterium, som vises
sidst i denne artikel, er et tilpas simpelt og samtidigt overrasken-
de resultat (kort sagt, det kilder en lille smule, nar man leeser
det). For at komme frem til seetningen vil vi undervejs bevaege os
forbi en raekke virkelig interessante saetninger om komplekse ma-
tricer, som jeg ikke selv har set for forarbejdet til denne artikel,
og forhabentlig vil man kunne drage nytte af disse. For at alle kan
fglge med, har jeg sgrget for, at jeg kun beveeger mig inden for
territoriet tradt under LinAlg-kurset, og jeg vil henvise til alles
forstears-LinAlg-bog [2] i det fplgende i form af ssetningsangivelser
sat i parenteser.

Forst noget notation. Vi definerer M, ,, som vaerende vektorrum-
met af m x n-matricer med indgange i C. M, betegner rummet
My, n, og I, € M, betegner enhedsmatricen (bestaende af ettal-
ler i diagonalen og nuller alle andre steder). For enhver matrix
A = (a;j) i My, (forstaet pa den made, at a;; er indgangen i
skaeringen mellem i’te rackke og j’te sgjle) defineres den adjunge-
rede matrix A* = (b;;) € My, ved b;j; = @j;; for eksempel vil vi
have for

1 )
A= —1i 0 ,
4 243
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at dens adjungerede er givet ved

L (1 i 4
A_<—i 0 2—3@)'

Regneregler for adjungering er sare simple og ganske vigtige: der
geelder, at

(AB)* = B*A*, (M + pds)* = NAT + 1AL, (A" = A

for alle Ay, Ay € Ml ,, B € M, , og A, u € C. En kompleks n xn -
matrix A kaldes selvadjungeret eller hermitisk hvis A* = A.

I tilfzelde af, at nogen har glemt et ekstremt relevant koncept fra
LinAlg, bliver det kort genopfrisket her: ved en egenvektor for en
matrix A € M, forstas en vektor x € C", s& x ikke er nulvektoren,
og Ax = Ax for et A € C. X kaldes i dette fald den til  hgrende
egenveerdi for A. A kaldes diagonaliserbar, hvis der findes en ba-
sis for C™ bestaende af egenvektorer for A. Et centralt og ganske
uomstaendigt resultat fra lineser algebra lyder, at egenveerdierne
for A netop er rgdderne til det sdkaldte karakteristiske polyno-
mium defineret ved A — det(A — AI,,) (6.1.8), sa ved Algebraens
Fundamentalseetning har enhver kompleks matrix A i alt n egen-
veerdier talt med multiplicitet (summa summarum: de behgver
ikke at veere forskellige).

I det folgende opfattes enhver vektor x € C" endvidere automatisk
som en n X 1-matrix og enhver 1 x 1-matrix som et komplekst
tal. Vi definerer et indre produkt pa C" ved

n
(zy) =y'z=> =%
=1
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for vektorer x = (z1,...,2,) 0g y = (y1,-..,Yyn) med komplekse
indgange.!

Lemma 1 Alle egenveerdier for en selvadjungeret matrix A er re-
elle.

Bevis. Antag, at A er en egenveerdi for A med en tilhgrende egen-
vektor x. Da vil

Mlzl* = (A, z) = (Az, z)
=ao*Axr = 2" A%x = (Ax)"x

(x, Az) = (x, \x)

= X2,

s& A = \; altsa vil A € R. O

Nu til det vigtige.

Definition 2 En matrix U € M, kaldes uniter, hvis U*U =
vuu* = 1,.

Vi husker, at en n X n-matrix er uniteer, hvis og kun hvis dens
sojler udggr en ortonormalbasis i C™ jf. (7.2.3); vi kommer til
at bruge dette en masse i det fglgende. Vi starter forst med en
ordentlig moppedreng.

Satning 3 (Schurs triangulariseringssaetning, 1909) For hver kom-
pleks matriz A € M, findes en uniter matric U € M, sdledes at
U*AU er en gvre trekantsmatriz.

'Nogle studerende er méske mere vant til notationen z -y frem for (z,y).
Under alle omstaendigheder geelder regnereglerne (7.1.1) selvfplgelig stadig.
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Bewvis. Vi viser dette ved induktion efter n; i tilfeeldet n = 1 er
der intet at vise (seet U = I7). Antag derfor, at seetningen geelder
for komplekse n X n-matricer; vi viser ud fra dette, at ssetningen
holder for (n + 1) x (n 4+ 1)-matricer. Lad derfor A € M, 1,
og lad A veere en egenveerdi for A med en tilhgrende egenvektor

x € C"t1. Da vil
1

N = ——FZ
]
ogsa veere en egenvektor for A hgrende til A. Maengden {z;} kan
nu udvides til en basis {1, ..., 2,11} for C**1jf. (4.5.12) og ved
Gram-Schmidt-ortogonalisering (7.1.8) opnas en ortonormalbasis
{z1,...,2n41} for C*! hvor z; = Ly = z;. Lades U vare

[E]
matricen givet ved

UZ(Zl Zn+1)7

altsd med sgjle i lig vektoren z;, vil U dermed vaere unitezer. Den
forste sgjle i matricen U* AU er nu produktet U*AUe; jf. (1.3.5),
hvor e; = (1,0,...,0) € C*""!. Bemaerk, at U~! = U*, hvormed
Uei = 21 = x1 og U 'z = ey, sdledes at

U*AUe; = U*A(Uey) = U*Azy = U*( A1) = MU tx1) = dey,

hvor vi brugte, at z1 var egenvektor for A. Altsa vil

... (X B
UAU_(OH’I Al),

hvor B er en 1 X n-matrix, 0,1 er en n x 1-matrix med nuller
overalt og Ay er en n x n-matrix (vi har skrevet U*AU som en
blokmatriz). Ved induktionsantagelsen findes en uniteer matrix
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Ui € M, sa UfA1U; er en gvre trekantsmatrix med diagonalen
bestdende af egenvaerdier for A’. Bemeaerk, at blokmatricen

1 0O1p
vr= <0n1 (}1> € Mni

er uniteer: dens sgjlevektorer har alle leengde 1 og er indbyrdes
ortogonale, hvorpa de tilmed er linezert uatheengige jf. (7.1.6) og
derfor udggr en basis for C**1 jf. (4.5.7). Bemeerk endvidere, at

(UUY CUU') = (U (U CU

(1 oA BY[1 O
N0 UF 01 A1) \0,1 U4
(x B

o On,1 UikAlUl ’

hvor B’ er en 1 X n-matrix?. Eftersom UfA1U; er en gvre tre-
kantsmatrix fra induktionsantagelsen, fas at sidst forekommende
matrix i ovenstaende udregninger ogsa er en gvre trekantsmatrix.
Da UU’ er uniteer (tjek selv!), fas det gnskede for (n+1) x (n+1)-
matricer, sd induktion giver, at ssetningen holder for alle n. [

Bemaerk, at ovenstaende saetning ikke ngdvendigvis for reelle ma-
tricer A atter giver en reel unitaer matrix U.

Korollar 4 For A € M, er determinanten af A lig produktet af de
n egenverdier for A.

2Her anbefales det at bruge et par minutter ps at overbevise sig om,
hvorledes blokmatricer af denne form ganges sammen og hvorfor vi far det
ovenstaende.
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Bevis. Tag jf. ovenstaende saetning en uniteer matrix U séledes at
T = U*AU er en gvre trekantsmatrix. Da er

det(A — AI,) = det(U*(A — AL,)U) = det(T — AI,,)

for alle A € C, saledes at egenveerdierne for A netop er egenveer-
dierne for T'. Lades Ay, ..., A\, veere diagonalelementerne i T', ses
hurtigt, at

det(T — ML) = (A= A1) (A= An), AeC,

da T er en gvre trekantsmatrix. Altsa er egenveerdierne for T lig
diagonalelementerne i T'. Da

det(A) = det(UTU™) = det(T) = A1 -+ \p,
folger det gnskede. O

Korollar 5 For enhver selvadjungeret matriz A € M, findes en
ortonormalbasis af egenvektorer for A, og egenverdierne knyttet
til de n egenvektorer er netop de n egenverdier for A. Hermed er
A diagonaliserbar.

Bevis. Lad U € M, veere en uniteer matrix, siledes at U*AU er
en gvre trekantsmatrix jf. Schurs triangulariseringssaetning. Da

(U*AU)* = U*A*(U*)* = U*A*U = U*AU,

er U*AU ogsa en nedre trekantsmatrix, idet den er lig (U*AU)*,
hvormed U*AU er en diagonalmatrix D € M,,. Sgjlevektorerne
i U udggr en ortonormalbasis for C?, da U er uniteer. Lad z;
veere den i’te sgjlevektor i U. Da vil Ue; = z;, hvor e; er den i’te
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basisvektor i C™ (1.3.5). Betegnes det i’te diagonalelement i D
med );, fas nu

Altsa er den i’te sgjlevektor i U en egenvektor for A med tilhg-
rende egenvaerdi lig det ¢’te diagonalelement i D. Ved beviset for
Korollar 4 indses, at egenvaerdierne Aq,...,\, netop udggr alle
egenveerdier for A. O

Vi nermer os nu det gnskede kriterium sa smat. Forst skal be-
maerkes, at hvis W; og Wy er underrum af et vektorrum V', da er
Wi N Wy og

Wi+ Wy = {21 + 22|21 € Wi, 20 € Wa}

ogsa underrum af V. Hvis V; og Vs er vektorrum, opnas et nyt
vektorrum ved at betragte produktmaengden

Vi x Vo = {(21,22) |21 € V1, 22 € V2}
og definere addition og skalarmultiplikation pa denne koordinat-
vist, altsa ved
(w1,y1) + (T2, 92) := (21 + w2, 91 +y2),  A(T1,91) = (A21, Aw2)

for x1,22 € V1, y1,y2 € Vo og A € C. Dette vektorrum kaldes den
direkte sum af V1 og Vo og betegnes Vi @ V. Det er endvidere let
at indse, at hvis {z1,..., 2y} er en basis for V] og {y1,...,yn} er
en basis for Vs, opnas en basis for V1 @ Vs ved vektorsaettet

{($1,0), AR ($m7 0)7 (07 yl)a AR (Ovyn)}

Altsa er dim(V; @ V,) = dim V; +dim Va. Ud fra disse konstruktio-
ner kan vi udlede fglgende meget vigtige formel som konsekvens
af Dimensionssaetningen.
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Lemma 6 (Grassmanns formel) Lad Wy og Wa vere underrum af
et endeligdimensionalt vektorrum V. Da wvil

dim W7 + dim Wy = dim(W1 + Wg) + dim(W1 N WQ).

Bevis. Definér en lineger afbildning f: Wy & Wo — W1 + Wy ved
flx,y) = x +y. f er surjektiv. Hvis f(z,y) = 0 for en vektor
(x,y) € Wi ®Wa, vil z+y = 0 og dermed y = —x i V. Endvidere
vilx € W1 og x = —y € Wy, sa x € W1 N Ws. Dermed vil

ker f C {(z, —z) |x € W1 N Wa}.

Omvendt ses, at f(z, —x) = 0 for alle x € W3 N Wa, sa kernen er
ltg ovenstaende maengde.

ker f er et underrum af Wy & Ws. Definéres nu en afbildning
g: ker f — Wiy N Wy ved g(z,y) = x, er det let at vise, at g
er lineser og en isomorfi. Altsa er dimker f = dim(W; N W),
hvormed vi ved Dimensionssaetningen (4.7.7) far

dim W7 + dim Wy = dim(W1 D Wg)
= dim(f (W1 & W2)) + dim(ker f)
= dim(Wl + Wz) + dim(W1 N WQ),
og dermed det gnskede. O

Nu er vi beredte og bevaebnede til teenderne med en kavalkade af
evergreens inden for ssetninger om matricer. Tally-ho!

Definition 7 En matrix A € M, er positivt definit, hvis x*Ax > 0
for alle z € C”, hvor x ikke er nulvektoren.

Lemma 8 En selvadjungeret matrix A € M, er positivt definit,
hvis og kun hvis alle dens egenverdier er strengt positive. Specielt
er determinanten af A positiv, hvis A er positivt definit.
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Bevis. Hvis A er positivt definit og A er en egenveerdi for A med
en tilhgrende egenvektor x, vil

0 < z*Az = (Az,z) = Az, z) = \||z|)?,

hvormed vi ved division med ||z||? fir, at A > 0.

For at vise den anden implikation, bemeaerker vi, da A er selva-
djungeret, at der findes en ortonormalbasis for A bestdende af
egenvektorer jf. Korollar 5. Lad {z1,...,2,} veere en sddan, med
den til z; hgrende egenveerdi betegnet A;. For ethvert x € C™ fin-
des da entydigt bestemte tal pi,...,pu, € Csd z = >0, pizi,
hvormed

¥ Az = (Az, )

AifhiZi, Z H]Z]>

j=1

7 i

i iy (25 25)
1

.

iyJ

n
Z il flg Zzyzz>

il il

1
M: I

S
Il
—

da z;’erne er ortonormale. Hvis alle egenveerdier er strengt positive

og x er forskellig fra nulvektoren, ma der veere et j € {1,...,n},
s& pj # 0 hvormed z* Az > X\;|ps]? > 0. Altsd er A positivt definit.
Det sidste resultat folger af Korollar 4. O

Folgende pudsige begreber er essentielle for det naeste (og sidste)
resultat.
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Definition 9 Lad A € Ml,,. For £ = 1,...,n kaldes den k X k-
matrix, der opnas ved at slette de sidste n— k raekker og sgjler i A,
for den k’te ledende undermatrixz af A. Den k te ledende underde-

terminant af A er determinanten af den k’te ledende undermatrix
af A.

Satning 10 (Sylvesters kriterium) Lad A € M, vere selvadjunge-
ret. Da er A positivt definit hvis og kun hvis dens ledende under-
determinanter er positive.

Bevis. Antag forst, at A er positivt definit, lad & € {1,...,n}
og lad Ay veere den k’te ledende undermatrix af A. For enhver
vektor & € CF forskellig fra nulvektoren defineres & € C" ved
z=(x1,...,2,0,...,0), hvor z = (x1,...,zk). Specielt er T ikke
nulvektoren, og ved direkte udregning indses, at

2 Apr = T Az > 0,

sdledes at Aj er positivt definit. Specielt fas ved Lemma 8, at
determinanten af Ay er positiv og dermed fas den ene implikation.

Den anden retning vises ved induktion efter n, hvori starttil-
feeldet n = 1 er klart. Antag derfor, at det geelder for alle selvad-
jungerede n X n-matricer, at positivitet af de ledende underdeter-
minanter medfgrer, at matricen er positivt definit, og lad A veere
en selvadjungeret (n 4+ 1) x (n + 1)-matrix med positive leden-
de underdeterminanter. Ved Lemma 8 ses, at det er nok at vise,
at egenvaerdierne for A er positive. Grundet induktionsantagelsen
vil den n’te ledende undermatrix af A veere positivt definit; kald
denne for A,. Eftersom A er selvadjungeret, findes ved Korollar
5 en ortonormalbasis z1, ..., z,+1 af egenvektorer for A med til-
hgrende egenveaerdier Ay, ..., Apy1, som udger alle egenveerdier for
A. Vi kan ved omarrangering sgrge for, at Ay < -+ < A4, idet
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egenvaerdierne er reelle ved Korollar 4. Som i beviset for Lemma

8 har vi nu for ethvert z € C**! pa formen z = Z;‘Ill Wiz, at

n
i=1

Bemeaerk, at p;’erne er entydigt bestemt ud fra z, eftersom z;’erne
er en basis. Hvis « € span{z, 22}, vil vi i sa fald have

p3 = ... = finy1 =0,

o* Az = Mlpa* + Xolpal? < Na(lpl? + [u2f?) = Xollz]?,

hvoraf sidste lighedstegn indses ved at regne pa (z,x) direkte.
Lad W veere det underrum af vektorer i C"*1, hvis (n + 1)’te

koordinat er lig 0. For enhver vektor x = (z1,...,2,,0) € W

forskellig fra nulvektoren indses nu igen ved direkte udregning, at

" Az = (2')* Apz’ > 0,

hvor 2/ = (z1,...,2,) € C", idet A, er positivt definit. Eftersom
span{zi, zo} har dimension 2, W har dimension n og de begge er
indeholdt i vektorrummet C**! af dimension n + 1, ma vi have

dim(W N span{z1,22}) >0

og dermed W Nspan{zi, 22} # {0} ved Grassmanns formel. Der
findes altsa en vektor x € W Nspan{z, 22} forskellig fra nulvek-
toren, hvorved vi far

Xo|lz||? > 2* Az > 0
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og dermed Apt+1 > -+ > Ao > 0. Eftersom
A1 "')\n—i-l =det A > 0,

ma A1 > 0, sa alle egenveerdier for A er positive, hvormed A er
positivt definit. Induktion giver nu den anden retning for alle n,
og altsa folger Sylvesters kriterium. O
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