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I sidste udgave af FAM@S kunne laeseren finde forste halvdel af en
todelt artikelserie om sandsynlighedsbaserede metoder under af-
snittet med titlen »Sandsynlighedsbaserede metoder« med under-
titlen » Pseudotilfeldige tal«. I denne artikel praesenterede forfat-
teren flere fundamentale begreber for pseudotilfzeldige tal-genera-
torer fra et ergodeteoretisk synspunkt.

Den foreliggende artikel er den anden halvdel i serien og denne
artikel omhandler den egentlige Monte Carlo-metode. De proble-
mer vi i det fglgende vil betragte er kendetegnet ved, at de er
meget enkle og fremstillingen af emnet kraever kun et indledende
kendskab til mélteori.

Monte Carlo-metodens generelle idé og oprindelse

Inspiration til numeriske metoder kan springe fra alle mulige ufor-
ventede kilder. Simuleret udglgdning har taget sit navn fra metal-
lurgien (leeren om metallers fremstilling, egenskaber og bearbejd-
ning) og splines blev forst taget i anvendelse af tekniske skitseteg-
nere. Pa en tilsvarende fagon er Monte Carlo-metoden rodfeestet
i hazardspillet. Og hvem fgler ikke en slags fjernt ekko af noget
glamourgst ved navnet Monte Carlo-metoden?

Selve navnet er afledt af byen Monte Carlo i fyrstendgmmet
Monaco. Byen er bergmt verden over for sit grand casino, » Ca-
sino de Monte-Carlo«, et ikon for industrien for hazardspil. Det
korte af det lange er, at Monte Carlo-metoden ikke kan hjzelpe
én med at vinde i roulette; metoden er end ikke et forsgg pa det.
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Monte Carlo-metoden er en numerisk metode til lgsningen af ma-
tematiske problemer ved hjalp af simulation.

Monte Carlo-metodens teoretiske fundament, i seerdeleshed de
store tals lov, har lseenge veeret kendt. Men siden simulation af
stokastiske variable per handkraft er en sveert mgjsommelig pro-
ces, har Monte Carlo-metoder veeret praktisk umulige at udfere
uden hjelp fra en computer. Det er derfor ikke overraskende, at
Monte Carlo-metoden som universelt anvendt numerisk teknik er
snaevert forbundet med udbredelsen af computeren.

Monte Carlo-metodens alment accepterede oprindelsesdag er
1949, hvor en artikel under overskriften » The Monte Carlo Met-
hod« dukkede op. De amerikanske matematikere Jersey Neyman
og Stanislaw Ulam betragtes som vaerende ophavsmeendene til
denne artikel. I Sovjetunionen publiceredes de fgrste artikler om
Monte Carlo-metoden i 1955 og 1956 af V. V. Chavchanidze, Yu.
A. Schreider og V. S. Vladimirov.

For hver ny generation af computere finder Monte Carlo-metoden
nye anvendelsesomrader.

Differentia specifica og et simpelt eksempel

Vores udgave af Monte Carlo-metoden er kendetegnet ved, for
det fgrste, den beregningsmaessige enkle struktur af algoritmen.
Algoritmen bestar i almindelighed af en proces til produktionen
af en tilfeeldig heendelse. Processen gentages n € N gange, med
hvert forsgg uafheengigt af de forrige og resultaterne bruges til
dannelsen af et gennemsnit.

Et andet sserkende ved metoden er, som hovedregel, at fejlen
fra udregningen er proportional med /1/n, hvor n er antallet af
forsgg. For at opna hgj praecision ma man altsa have et stort antal
gentagelser (for at at formindske fejlen med en faktor 10 er det
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ngdvendigt at gge n med en faktor 100). Lad os illustrere metoden
med et simpelt eksempel.

Eksempel 1 (Hit-or-Miss Integration) Forestil dig, at vi har brug
for at udregne arealet, A, af en figur i planen begraenset af enheds-
kvadratet. Det skal principielt vaere en kompliceret figur, for det
kommer til sin ret at sette Monte Carlo-metoden i anvendelse,
men af hensyn til bekvemmelighed lader vi figuren veere en cirkel
som vist i figur 1.

N

Yy A=0.25
1

0 1

Figur 1 Approksimation af arealet A = 0.35.

Veelg tilfeeldigt n punkter i kvadratet og betegn ved n’ antallet
af punkterne, der falder indenfor cirklen. Det er fra figuren klart,
at cirklens areal approksimativt er lig med n'/n. Jo storre n, desto
bedre approksimation.

I skemaet til venstre ser vi, at 1 af 4 punkter er faldet indenfor
cirklen, sd vores estimat for cirklens areal er n’/n = 1/4 = 0.25.
I skemaet til hgjre er 128 af 400 punkter faldet indenfor cirklen,
sa vores estimat for cirklens areal er n//n = 128/400 = 0.32.
Cirklens faktiske areal er lig med A = 0.35.
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Observér, at metoden til estimation af arealet A kun er gyl-
dig, nar de tilfeeldige punkter ikke blot er ‘tilfzeldige punkter’ i
enhedskvadratet, men faktisk er ‘ligeligt fordelt’ pa hele enheds-
kvadratet.

For at kunne replikere eksemplet kreeves altsd en metode til
produktionen af ligefordelte stokastiske variable i enhedskvadra-
tet. Dette skridt bestar i virkeligheden i at kalde en subrutine
i et computerprogram, en s.k. pseudotilfeldig tal-generator, som
udfgrer den bestemte opgave at producere visse folger af tal, der
til ethvert praktisk formal er uskelnelige fra udfald af ligefordelte
stokastiske variable. Denne frembringelsesproces blev beskrevet
i detaljer i sidste udgave af FAM@S i artiklen »Pseudotilfeldige
taly.

Simple sandsynlighedsbaserede modeller

Fraktiltransformation metoden

Vi beskriver i dette afsnit en simpel model til frembringelsen af
veerdier af en stokastisk variabel med en given sandsynlighedsfor-
deling.

Definition 2 Lad (9, §, P) veere et sandsynlighedsfelt. Lad X vee-
re en reel stokastisk variabel pa 2 og lad Px vaere fordelingen af
X pa (R,BR). Ved p-fraktilerne hgrende til Px for et p € (0,1)
forstas maengden

{x e R: lyigClPX((—oo,y]) <p< PX((—oo,x])} .

Et element i maengden kaldes en p-fraktil for Px. Ved en fraktil-
funktion hgrende til Px mener vi en funktion ¢ pa (0,1) ind i R
saledes at for alle p € (0,1), sa er ¢(p) en p-fraktil for Px.
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Vigtigheden af fglgende seetning er ikke til at tage fejl af. Seet-
ningen understreger den centrale rolle, som ligefordelingen spiller
i simulationsmodellering.

Satning 3 Lad (2, 3§, P) vere et sandsynlighedsfelt. Lad X vere
en reel stokastisk variabel pa ), lad Px vere fordelingen af X pa
(R,BRr) og lad q vere en fraktilfunktion horende til Px. Betragt
sandsynlighedsfeltet ((0,1),B 0,1y, mr), hvor my, er Lebesgue md-
let pd Borel o-algebraen B g 1y af delmaengder af (0,1), og lad U
veere en stokastisk variabel pa Q2 ind i (0,1) med fordeling my,. Da
geelder, at

Px = (qoU)(P).
Beuvis. Se [3]. O

Lad X veere en reel stokastisk variabel pa et bagvedliggende
sandsynlighedsfelt (2, F, P) og lad ¢ veere en fraktilfunktion hg-
rende til fordelingen Px. Frembringelsesprocessen af stokastiske
variable med denne fordeling er sammensat som en serieforbin-
delse af to delprocesser, som i figur 2.

Px ——

Figur 2 Frembringelse af stokastiske variable.

Den fgrste delproces i udarbejdelsen af input til en simulation
bestar i, at frembringe en ligefordelt stokastisk variabel U pa det
ovennaevnte sandsynlighedsfelt. Dernaest fokuseres pa at lade den
ligefordelte stokastiske variabel underga metamorfosen til g o U.
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Seetningen klarggr, at denne produktionsproces faktisk giver et
udfald af en stokastisk variabel med den gnskede fordeling Px.
Lad os illustrere metoden med et simpelt eksempel.

Eksempel 4 Lad (Q2,§, P) veere et sandsynlighedsfelt. Lad X vee-
re positiv reel stokastisk variabel og lad for et A > 0, exp(\) veere
fordelingen af X pa (Rj,Br, ). Fraktilfunktionen ¢ hgrende til
Px er givet ved

log(1 —p
q(p) = —(A), pe(0,1).
1. Lad U veere en ligefordelt stokastisk variabel defineret pa

(Q,5,P).
2. Den stokastiske variabel —log(1 — U)/\ pa (2, §, P) er for-
delt exp(A) pa (R4, Bg, ).

Der findes situationer, hvor man gerne vil simulere stokastiske
variable med en fordeling, hvor fordelingen er sa kompliceret, at
det ikke er helt enkelt at ga direkte til fraktilfunktionen.

Eksempel 5 Lad (2, §, P) veere et sandsynlighedsfelt. Lad X vee-
re en reel stokastisk variabel og lad N(0,1) veere fordelingen af
X pa (R,Br). Genkald, at fordelingsfunktionen hgrende til Py,
betegnet ved @, er givet ved

1

22
O(y) = /(OOM mexp {2} mr(dz), y € R.

Da det er klart, at ® € C!(R) med positiv differentialkvotient,
sa er funktionen strengt voksende pa R og en fraktilfunktion ¢
hgrende til Px eksisterer entydigt, som den inverse af ®.

For sa vidt som fordelingsfunktionen ® ikke kan gives et ana-
lytisk udtryk (uden brug af specielle funktioner), sa kan fraktil-
transformationsmetoden ikke direkte anvendes.
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Eksemplet klarggr, at alternative metoder til frembringelse af
normalfordelte variable ma tages i brug. Vi ngevner i flaeng: Nume-
risk approksimation af q, Box-Muller, Acceptance-Rejection, etc.

Saxtning 6 (Den centrale graenseveerdisetning) Lad {X,: n € N}
veere en familie af reelle stokastiske variable pa et sandsynligheds-
felt (Q,§, P). Antag, at folgende tre betingelser er opfyldt.

1. Familien {X,,: n € N} er et uafhangigt system af stokastiske
variable pa (2,5, P).

2. Der findes et sandsynlighedsmal @ pa (R, Br) sdaledes at Q
er fordelingen af X,, pa (R,BR) for ethvert n € N.

3. Folgende integraler eksisterer og er endelige: n = E(X,,),
o2 =E[(X, —p)?] >0,neN.

Lad{Z,: n € N} vere systemet af stokastiske variable pa (2, §, P)
defineret ved
. D1 Xk —np
=S

Da gelder, for alle a,b € R hvor a < b, at

Zn,

hvor ® er fordelingsfunktionen hgrende til fordelingen N(0,1).
Bevis. Se [1]. O

Eksempel 7 Lad (92, §, P) veere et sandsynlighedsfelt. Lad X vee-
re en reel stokastisk variabel og lad N(0,1) veere fordelingen af
X pa (R,®Br). Fraktilfunktionen ¢ hgrende til Px eksisterer ikke
pa eksplicit form.
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1. Lad {U,: n=1,...,12} vaere et uathengigt system af lige-
fordelte stokastiske variable defineret pa (2, §, P). Observér,
at p=E(U,) =1/2, 0 = E[(U, — n)?]"/? = 1/V12.

2. Den stokastiske variabel 3232, Uy, — 6 pa (€, §, P) er fordelt
approksimativt N (0, 1).

Monte Carlo-integration

Monte Carlo-integration er en numerisk metode til approksima-
tion af integraler ved hjeelp af sandsynlighedsbaserede metoder
og naesten enhver Monte Carlo udregning kan betragtes som et
forsgg pa at approksimere integralet

/DfdmL,

foret f € Li(R,Br,mp) og D € Bg, hvor m, er Lebesgue malet
pa Borel g-algebraen Bp af delmaengder af R. Vi ser, at integralet
kan repraesenteres som en middelveerdi af en stokastisk variabel.

Satning 8 (Monte Carlo-integration) Lad f € M(R,BR) og lad
D € Bg. Lad (2, T, P) vere et sandsynlighedsfelt og lad X vere
en stokastisk variabel pa Q) ind i D og lad Px veere fordelingen af
X pa (D,Bp). Antag, at Px er absolut kontinuert med hensyn
til myp, og lad p = gsz veere den Radon-Nikodym afledede of Px
med hensyn til my,.

1. Der gelder, at

fX )} /
E { = [ fdmpg,
p(X) D
1 den forstand, at eksistensen af den ene side medforer eksi-
stensen af den anden og lighedstegnet.
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2. Dersom integralerne i 1. eksisterer og dersom {X,: n € N}
er et uafhengigt system af stokastiske variable pa 2 ind i D
med felles fordeling Px af X, for ethvert n € N, sa findes
en nulmengde A i (Q,§, P) sdledes, at

Bevis. 1. er oplagt og 2. folger af STORE TALS STERKE LOV. [

Eksempel 9 (Simpel Monte Carlo-integration) Lad {U,: n € N}
veere et uafheengigt system af stokastiske variable pa et sand-
synlighedsfelt (2, §, P) ind i (a,b) for a,b € R med a < b. Lad
ligefordelingen pa (a,b) veere fordelingen af U, for ethvert n € N.
Lad f € Ll(R, %R,mL).

1. Der gelder, at

(b— )E[f(U)] = /(ab) fdmz, neN.

2. Der findes en nulmaengde A i (2, F, P) saledes, at

N B c
(b—a)y}ggog;f(Uk)(w) = /(a’b)fdmL, w e A°

Det er klart, at den ovenstaende procedure for Monte Carlo-
integration let lader sig generalisere til flere dimensioner. Dette
generalisationsproblem overlades til laeseren.

Monte Carlo-optimering

Simulation af stokastiske variable i numerisk optimering er en an-
den steerk og meget populaer anvendelse af Monte Carlo-metoden.
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Problemet er at minimere (eller maksimere) funktioner, som ofte
har et stort antal dimensioner.

Lad W(RY), for et d € N, betegne samlingen af alle kontinu-
erte funktioner w pa R? ind i R. Vores ambition i dette afsnit er
at beskrive metoder til lgsning af (evt. multiekstremale) optime-
ringsproblemer:

zeD

min w(x), w € W(RY),
D kompakt, D C R%.

Mange teoretiske og praktiske problemstillinger kan modelleres
indenfor denne generelle ramme.

Lemma 10 (Borel-Cantelli) Lad (Q2,§, P) vere et sandsynligheds-
felt og lad F, € § for n € N. Huis

> P(F,) < oo,
neN
sa er
P(mneN Uio:n Fk) - 0
Bevis. Se [4] O

Satning 11 (Simpel Monte Carlo-optimering) Lad w € W(R?),
for et d € N, vare en kontinuert funktion pd R% ind i R og lad
D were en kompakt delmaengde af RY. Antag, at der findes et
entydigt punkt =* i R% sdledes, at

¥ = argminw(x).
€D

Lad (Q,§, P) vere et sandsynlighedsfelt og lad {X,,: n € Z+} vere
et uafhaengigt system aof d-dimensionale stokastiske variable pa
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ind i D med felles fordeling Px of X, pa (D,Bp) for ethvert
n € Z4 og antag at {z*} er en nulmengde i (D,Bp, Px). Lad
{Yo:n € Zi} vere et system af reelle stokastiske variable pa
(Q, 5§, P) givet ved

Y, =w(X,), neZ,.
Hvis der for ethvert § > 0 geelder, at
Py, ((w(z*),w(z*) +d]) > 0
sa findes en nulmengde A i (Q,§, P) sdaledes, at

lim min{Yy,..., Y, Hw) = w(z¥), w e A°

n—o0

Bevis. Siden {z*} er en nulmaengde i (D, B p, Px),sd er (X)L ({z*})
1

en nulmaengde i (€2, §, P) for ethvert n € Z4. Men (X,,) ™ ({z*}) =
(V)7L ((—o0, w(z*)]). Saledes har vi etableret, at
Py, ((—o0, w(z")]) = 0. (1)

Lad 6§ > 0 veere givet. Jeevnfgr vor antagelse har vi, at

Py, (=00, w(z") +68]) = Py, (w(z"), w(z") +6]) > 0

hvor lighedstegnet fglger af (1). Fra dette og fra uathsengigheden
af systemet {Y,,: n € Z;} har vi, at

Pringy,...v,} (w(z") +6,00)) = {1 = Py, ((w(z"), w(z") + 0])}"
hvilket giver anledning til falgende geometriske rackke:

‘ _ 1= Py, ((w(z"), w(z”) + 6])
Z Pmin{Yl,..A,Yn}((w(x ) + 9, OO)) - Pyn((w(x*),w(x*) + 5])

neN
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Den hgjre side af lighedstegnet er oplagt endelig. Fra Lemma 10 (Borel-

Cantelli) har vi for ethvert § > 0, at

P(Npen U, {min{Y7,...,Yi} > w(z™) +4}) =0,

eller sekvivalent hermed: for ethvert § > 0, sa er

P(Upen M2, {min{V1, ..., Ye} < w(a) +6}) = 1.

Heraf sluttes det gnskede resultat. O
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